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Uvod
Teorija brojeva je grana matematike koja ponajprije proucˇava svojstva skupa prirodnih,
cijelih i ponekad racionalnih brojeva. Za razliku od vec´ine ostalih podrucˇja matematike,
sezˇe visˇe od 4500 godina u prosˇlost. Unatocˇ njenoj starosti, josˇ uvijek postoje pitanja koja
cˇak i do danas nisu odgovorena. Veliki broj nacˇela tog podrucˇja otkrivena su eksplicitnim
eksperimentima. Od svog osnutka u klasicˇnom razdoblju, kroz razvoj od 1600. do 1800.
godine, teorija brojeva je vec´inu vremena bila odvojena od ostalih podrucˇja matematike.
Pitanja teorije brojeve nisu samo bitna matematicˇarima. Danas, kao i u ranim danima,
ovi su problemi privlacˇni i mnogim laicima te je teorija brojeva zabiljezˇena kao podrucˇje
matematike u kojemu su prijedlozi i slutnje amatera zasluzˇne za mnoge cijenjene rezultate.
Cilj ovog rada je pokazati kako se teorija brojeva razvijala kroz povijest i koje teme su bile
zanimljive cˇak i prvim matematicˇarima, ali i matematicˇarima danas. Vec´ina od spomenutih
tema se provlacˇila kroz skoro svako razdoblje teorije brojeva. Rani matematicˇari su otkrili
mnoge probleme, no nisu imali potrebne alate kako bi te iste probleme dokazali. Kako se
matematika godinama razvijala, tako su i brojni stari teoremi dobili svoje dokaze.
U ovom radu spomenuti su samo neki od glavnih problema koji se javljaju na podrucˇju
teorije brojeva. U izboru su prevagnule teme koje su bile od izrazite povijesne vazˇnosti.
Naravno, sve je zapisano u modernom zapisu zbog laksˇe razumljivosti teorema i dokaza.
Rad pocˇinje starom babilonskom plocˇom Plimpton 322 te zavrsˇava Dirichletovim teore-
mom o prostim brojevima u aritmeticˇkom nizu. Time ne staju otkric´a, naprotiv, teorija
brojeva se uvukla i u ostale grane matematike te je danas zanimljiva vec´ini matematicˇara.
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Poglavlje 1
Rana povijest
1.1 Babilonci (2500. pr. Kr.)
Biljezˇenje brojeva postojalo je cˇak i prije nego biljezˇenje rijecˇi. Prvi bitan napredak u
matematici bilo je uvodenje brojki oko 3500. g. pr. Kr. u Mezopotamiji. Tamo su se iz
prvotnih piktograma razvili prvi brojevni sustavi. Stare civilizacije najcˇesˇc´e su koristile
nepozicijske brojevne sustave s bazom 10, ali i 60, 20 te 12. Dok se osnovni racˇun s
prirodnim brojevima razvio vrlo rano, svijest o brojevima kao apstraktnim objektima josˇ
nije postojala. Prvi tragovi teorije brojeva mogu se pronac´i kod Babilonaca na Plimpton
322 plocˇi. Na toj plocˇi mozˇemo nac´i prvi oblik Pitagorinog poucˇka i to puno prije samog
Pitagore. Nadeni su popisi brojeva koje nazivamo Pitagorine trojke.
Definicija 1.1.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (x, y, z) zovemo Pitagorina trojka ako
su x i y duljine kateta, a z duljina hipotenuze nekog pravokutnog trokuta, tj. vrijedi
x2 + y2 = z2. (1.1)
Ako su x, y, z relativno prosti onda kazˇemo da je (x, y, z) primitivna Pitagorina trojka.
Teorem 1.1.2. Sve primitivne Pitagorine trojke (x, y, z) u kojima je y paran broj dane su
formulama
x = m2 − n2, y = 2mn, z = m2 + n2 (1.2)
gdje je m > n i m, n su relativno prosti prirodni brojevi razlicˇite parnosti.
Dokaz. Jednadzˇbu (1.1) mozˇemo pisati u obliku y2 = (z + x)(z − x).
Neka je y = 2c. Brojevi z + x i z − x su parni, pa postoje prirodni brojevi a i b takvi da je
z + x = 2a, z − x = 2b.
Sada je
c2 = ab.
3
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Iz z = a + b, x = a−b zakljucˇujemo da je (a, b) = 1 (najvec´i zajednicˇki djelitelj) pa postoje
m, n ∈ N, (m, n) = 1, takvi da je a = m2.
Odavde je
x = m2 − n2, z = m2 + n2, y = 2mn.
Brojevi m i n moraju biti razlicˇite parnosti jer je broj x = m2 −n2 neparan. Lako se provjeri
da brojevi x, y, z definirani s (1.2) zadovoljavaju (1.1).
Treba josˇ provjeriti da li su relativno prosti. Pretpostavimo da je (x, z) = d > 1. Tada je
d neparan, d | (m2 + n2) + (m2 − n2) = 2m2 i d | (m2 + n2) − (m2 − n2) = 2n2. Ovo je u
kontradikciji s pretpostavkom da su m i n, tj. m2 i n2 relativno prosti. 
1.2 Pitagora (571. - 495. pr. Kr.)
Pitagora sa Samosa poznat je kao prvi pravi matematicˇar, ali se zapravo vrlo malo zna o nje-
govim matematicˇkim dostignuc´ima. Naime, niti jedno njegovo djelo nije opstalo. Unatocˇ
tome, smatra se da je upravo on prvi pocˇeo istrazˇivati temeljne principe matematike. Pi-
tagora je zasluzˇan za osnivanje takozvane Pitagorejske sˇkole koja se bavila geometrijom,
glazbom, astronomijom, ali i aritmetikom. Pitagorejci su bili prvi koji su otkrili postojanje
iracionalnih brojeva tako sˇto su dokazali da duljina dijagonale kvadrata nije proporcionalna
stranici tog istog kvadrata. Takoder, Pitagorejci su se i bavili trazˇenjem prirodnih brojeva
x, y, z koji zadovoljavaju jednakost x2 + y2 = z2.
Rano rjesˇenje Pitagorine jednadzˇbe
Geometrijsko otkric´e da su stranice pravokutnog trokuta povezane zakonom koji se mozˇe
zapisati brojevima vodilo je do pripadajuc´eg aritmeticˇkog problema. Proucˇavanje takvih
brojeva je jedan od najranijih problema u teoriji brojeva. On zahtjeva trazˇenje svih pra-
vokutnih trokuta za cˇije stranice vrijedi x2 + y2 = z2. Pitagora je zasluzˇan za pronalazak
relacije koja pronalazi samo neka od rjesˇenja. Ta relacija je
x = 2n + 1, y = 2n2 + 2n, z = 2n2 + 2n + 1,
gdje je n ≥ 1 proizvoljan cijeli broj. Pitagora je navodno dosˇao do ovog rjesˇenja relacijom
iz koje dobivamo kvadratni broj iz manjeg kvadratnog broja
(2k − 1) + (k − 1)2 = k2. (1.3)
Strategija pretpostavlja da je 2k−1 kvadrat. Ako uzmemo 2k−1 = m2 i rijesˇimo jednadzˇbu
po k dobivamo
k =
m2 + 1
2
, k − 1 = m
2 − 1
2
.
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Kada ove vrijednosti uvrstimo u (1.3) slijedi
m2 +
(
m2 − 1
2
)2
=
(
m2 + 1
2
)2
,
odakle
x = m, y =
m2 − 1
2
, z =
m2 + 1
2
, (1.4)
zadovoljava Pitagorinu jednakost za bilo koji neparni broj m > 1 (m mora biti neparan zbog
m2 = 2k − 1).
Kada je m = 2n + 1, pri cˇemu je n ≥ 1, brojevi u (1.4) postaju
x = 2n + 1, y = 2n2 + 2n, z = 2n2 + 2n + 1, (1.5)
sˇto je upravo Pitagorin rezultat. Ako pogledamo tablicu za prvih nekoliko n, mozˇemo
primijetiti da Pitagorina metoda nalazi pravokutne trokute za koje vrijedi da je duljina
hipotenuze za 1 vec´a od duljine jedne katete.
n x y z
1 3 4 5
2 5 12 13
3 7 24 25
4 9 40 41
5 11 60 61
Drugo rjesˇenje ovog problema dao je Platon, on je pronasˇao trokute cˇija je duljina
hipotenuze za 2 vec´a od duljine jedne katete. Njegova relacija je oblika
x = 2n, y = n2 − 1, z = n2 + 1. (1.6)
Ovu formulu mozˇemo dobiti uz pomoc´ relacije (1.3) koju sada primjenjujemo dva puta:
(k + 1)2 = k2 + (2k + 1)
=
[
(k − 1)2 + (2k − 1)
]
+ 2k + 1
= (k − 1)2 + 4k.
Ako zamjenimo k s n2 dobivamo Platonovu formulu:
(2n)2 + (n2 − 1)2 = (n2 + 1)2.
Iz ove formule dobivamo trojku (8, 15, 17) koju ne mozˇemo dobiti iz Pitagorine formule.
Potpuno rjesˇenje Pitagorinog problema nalazimo tek u Euklidovim Elementima (X), ovdje
zapisano u Teoremu 1.1.2.
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1.3 Euklidovi Elementi (ca. 300. pr. Kr.)
Euklid je bio poznati grcˇki matematicˇar iz Atene. Zˇivio je i radio u Aleksandriji gdje je
osnovao matematicˇku sˇkolu Museion. Napisao je brojna djela, od kojih neka nisu sacˇuvana
i poznata su samo po naslovu. Iako se Euklid zanimao za geometriju takoder se bavio
teorijom brojeva i to u svojem djelu Elementi. Tocˇnije, knjige VII,VIII i IX se sastoje od
102 propozicije posvec´ene grcˇkoj aritmetici. Grci (Pitagorejci) su u to vrijeme proucˇavali
samo pozitivne cijele brojeve. Neke od ovih propozicija su bile i ranije poznate, no Euklid
je bio prvi koji ih je poredao po logicˇnom slijedu. To znacˇi da su se novi teoremi dokazivali
pomoc´u prethodno dokazanih teorema i aksioma. Euklida su posebno zanimali problemi
djeljivosti te svojstva prostih brojeva.
Djeljivost i prosti brojevi
Djeljivosti i prosti brojevi su osnovni pojmovi kojima se bavi teorija brojeva te pojmovi
koji su bili zanimljivi cˇak i prvim matematicˇarima.
Definicija 1.3.1. Za cijeli broj b kazˇemo da je djeljiv cijelim brojem a , 0 ako postoji cijeli
broj c takav da je b = ac. To zapisujemo kao a | b. Ako a ne dijeli b, pisˇemo a - b.
Definicija 1.3.2. Za cijeli broj p > 1 kazˇemo da je prost ako su mu jedini pozitivni djelitelji
1 i p. Broj koji je vec´i od jedan i nije prost zovemo slozˇenim brojem.
Teorem 1.3.3. Teorem o dijeljenju s ostatkom. Za proizvoljan prirodni broj a i cijeli broj
b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je b = qa + r, 0 ≤ r < a.
Dokaz. Promotrimo skup {b − am : m ∈ Z}. Najmanji nenegativni cˇlan ovog skupa oznacˇimo
s r. Tada je po definiciji 0 ≤ r < a te postoji q ∈ Z takav da je b − qa = r, tj. b = qa + r.
Da bi dokazali jedinstvenost od q i r, pretpostavimo da postoji josˇ jedan par q1 i r1 koji
zadovoljava iste uvjete. Pokazˇimo najprije da je r = r1. Pretpostavimo da je r < r1. Tada
je 0 < r1 − r < a, dok je s druge strane r1 − r = a(q − q1) ≥ a. Prema tome je r1 = r i
q1 = q. 
Teorem 1.3.4. Euklidov algoritam. Neka su b, c > 0, cijeli brojevi. Pretpostavimo da je
uzastopnom primjenom teorema o dijeljenju s ostatkom dobiven niz jednakosti
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b = cq1 + r1, 0 < r1 < c,
c = r1q2 + r3, 0 < r2 < r1,
r1 = r2q3 + r3, 0 < r3 < r2,
. . .
r j−2 = r j−1q j + r j, 0 < r j < r j−1,
r j−1 = r jq j+1
Tada je (b, c) jednak r j, posljednjem ostatku razlicˇitom od nule. Vrijednosti od x0 i y0
u izrazu (b, c) = bx0 + cy0, mogu se dobiti izrazˇavanjem svakog ostatka ri kao linearne
kombinacije od b i c. Ovaj postupak odredivanja najvec´eg zajednicˇkog djelitelja naziva se
Euklidov algoritam.
Otkric´e ovog algoritma se ponekad pripisuje i Pitagorejcima, no Euklid ga prvi objav-
ljuje u svojim Elementima. Ovaj algoritam su koristili cˇak i kineski i indijski matematicˇari
u 5. stoljec´u.
Dokaz. Dokaz Teorema 1.3.4. mozˇe se nac´i u [3, str. 4, Teorem 1.5.]. 
Teorem 1.3.5. Bezoutov identitet. Neka su a i b cijeli brojevi razlicˇiti od nula. Postoje
brojevi x i y takvi da je (a, b) = ax + by.
Dokaz. Dokaz slijedi izravno primjenom Euklidovog algoritma unatrag. 
Teorem 1.3.6. Neka su a i b cijeli brojevi. Najmanji prirodni broj m za kojeg postoji
cjelobrojno rjesˇenje jednadzˇbe ax + by = m je (a, b). Sˇtovisˇe, jednadzˇba ax + by = m ima
cjelobrojno rjesˇenje ako i samo ako (a, b) dijeli m.
Dokaz. Kako (a, b) | a i (a, b) | b, mora vrijediti i (a, b) | ax + by. Ako jednadzˇba ax + by =
m ima cjelobrojno rjesˇenje, tada (a, b) | m. Ukoliko je m prirodan broj manji od (a, b), tada
m nije djeljiv s (a, b) pa promatrana jednadzˇba nema rjesˇenja za takav m. Prethodni teorem
nam govori kako postoji cjelobrojno rjesˇenje jednadzˇbe ax + by = (a, b). Neka je m ∈ N
takav da (a, b) | m. Tada postoji d ∈ N za koji vrijedi m = (a, b) · d.
Slijedi
adx + bdy = d · (a, b) = m
pa je dx, dy trazˇeno cjelobrojno rjesˇenje. 
Ovaj teorem nam pokazuje da su brojevi a i b relativno prosti ako i samo ako postoji
cjelobrojno rjesˇenje jednadzˇbe ax + by = 1. Ta tvrdnja nas dovodi do sljedec´eg teorema.
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Teorem 1.3.7. Neka su a i b cijeli brojevi razlicˇiti od 0. Onda su a i b relativno prosti ako
i samo ako postoje cijeli brojevi x i y takvi da je ax + by = 1.
Dokaz. Ako su a i b relativno prosti onda im je najvec´i zajednicˇki djelitelj (a, b) = 1.
Prema Teoremu 1.3.5. mozˇemo pronac´i brojeve x i y takve da vrijedi 1 = ax + by.
Pretpostavimo da vrijedi 1 = ax + by za neki izbor x i y, i najvec´i zajednicˇki djelitelj od a
i b je (a, b) = c. Sada imamo da c | a i c | b, onda mora vrijediti da c | (ax + by) ili c | 1.
Kako je c pozitivan cijeli broj, zbog posljednjeg uvjeta mora vrijediti c = 1. 
Korolar 1.3.8. Ako je najvec´i zajednicˇki djelitelj cijelih brojeva a, b jednak (a, b) = c,
onda je (a/c, b/c) = 1.
Dokaz. Za pocˇetak, bitno je primijetiti da su a/c i b/c zapravo cijeli brojevi iako nalikuju
na razlomke. Sada imamo da c dijeli i a i b. Kako je (a, b) = c, moguc´e je pronac´i cijele
brojeve x i y tako da vrijedi c = ax + by. Ako podijelimo obje strane jednakosti sa c
dobivamo
1 = (a/c)x + (b/c)y.
Kako su a/c i b/c cijeli brojevi tvrdnja teorema vrijedi. Zakljucˇak je da su a/c i b/c
relativno prosti brojevi. 
Korolar 1.3.9. Ako a | c, b | c i (a, b) = 1, onda ab | c.
Dokaz. Kako a | c i b | c, postoje cijeli brojevi r i s za koje vrijedi c = ar = bs. Kako je
(a, b) = 1 mozˇemo pisati i 1 = ax + by, za odgovarajuc´e cijele brojeve x i y. Pomnozˇimo li
sada tu jednakost sa c dobivamo
c = c · 1 = c(ax + by) = acx + bcy.
Ako primijenimo odgovarajuc´u supstituciju s desne strane dobivamo
c = a(bs)x + b(ar)y = ab(sx + ry),
to jest ab | c. 
Teorem 1.3.10. Ako je (a,m) = (b,m) = 1, onda je (ab,m) = 1.
Dokaz. Dokaz Teorema 1.3.10. mozˇe se nac´i u [3, str. 3 , Propozicija 1.3.]. 
Teorem 1.3.11. Euklidova lema. Ako a | bc i (a, b) = 1, onda a | c.
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Dokaz. Zapocˇinjemo opet s 1 = ax + by pri cˇemu su x i y cijeli brojevi. Mnozˇenjem ove
jednadzˇbe sa c dobivamo
c = c · 1 = (ax + bx)c = acx + bcy.
Kako a | ac i a | bc slijedi da a | (acx + bcy), to jest a | c. 
Teorem 1.3.12. Neka je p prost broj i p | ab, onda p | a ili p | b. Opc´enito, ako p |
a1a2 · · · an, onda p dijeli barem jedan od faktora ai.
Dokaz. Ako p | a nemamo sˇto dokazivati. Pretpostavimo da p - a. Kako p ima samo dva
djelitelja, 1 i p slijedi (a, p) = 1. Sada Euklidova lema povlacˇi da p | b.
Opc´enitiju tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za produkte
s manje od n faktora. Sada ako p | a1(a2 · · · an), onda p | a1 ili p | a2a3 · · · an. Ako
p | a2a3 · · · an, onda po induktivnoj pretpostavci p | ai za neki i = 2, . . . , n. 
Teorem 1.3.13. Osnovni teorem aritmetike. Svaki prirodni pozitivni broj n > 1 je ili prost
ili se mozˇe zapisati kao produkt prostih brojeva. Taj zapis je jedinstven do na poredak
prostih faktora.
Dokaz. Egzistencija. Tvrdnju da postoji rastav broja a > 1 na proste faktore dokazujemo
indukcijom. Za a = 2 nemamo sˇto dokazivati. Pretpostavimo da svi brojevi iz skupa
{2, . . . , a − 1} imaju barem jedan rastav na proste faktore. Ako je a prost opet nemamo sˇto
dokazivati. Uzmimo da je p > 1 najmanji netrivijalni djelitelj broja a. Ocˇito, p mora biti
prost jer bi u suprotnom a imao djelitelja manjeg od p sˇto je u suprotnosti s izborom p.
Vrijedi a = pa′, gdje je 1 < a′ < a. Sada induktivnu pretpostavku mozˇemo primijeniti na
a′, tj. a′ = p1 · . . . · pm.
No tada je
a = p · p1 · . . . · pm,
cˇime smo zavrsˇili dokaz.
Jedinstvenost. Pretpostavimo da je a = p1 · p2 · . . . · pr = q1 · q2 · . . . · qs. Bez smanjenja
opc´enitosti pretpostavimo da je r ≤ s. Kako p1 | q1·q2·. . .·qs i p1 je prost broj, zakljucˇujemo
da p1|q j1 za neki j1, medutim i q j1 je, kao i p1, prost broj pa je p1 = q j1 .
Isto zakljucˇivanje mozˇemo ponoviti i za p2, . . . , pr pa za svaki 1 ≤ i ≤ r postoji indeks
ji takav da pi = q ji . Pri tome su svi indeksi j1, . . . , jr medusobno razlicˇiti. Ako bi bilo
r < s tada bismo po oznacˇavanju {k1, . . . , ks−r} = {1, . . . , s} \ { j1, . . . , jr} dobili da je 1 =
qk1 · . . . · qks−r sˇto je ocˇito nemoguc´e. Znacˇi mora biti r = s. 
Iz teorema vidimo da su prosti brojevi temelj pomoc´u kojih se mozˇe prikazati svaki
prirodni broj i to na jedinstven nacˇin (do na poredak). Iako se Osnovni teorem aritmetike
ponekad pripisuje Euleru, prvi koji ga je u potpunosti dokazao je bio Gauss pocˇetkom 19.
stoljec´a.
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Teorem 1.3.14. Postoji beskonacˇno mnogo prostih brojeva.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, postoji konacˇno mnogo prostih brojeva i p je najvec´i ta-
kav broj. Zapisˇimo sada proste brojeve 2, 3, 5, 7, 11, . . . u rastuc´em poretku. Neka je
N = (2 · 3 · 5 · 7 · 11 · . . . · p) + 1,
za prost broj p. Kako je N > 1 mozˇemo koristiti Osnovni teorem aritmetike kako bi
zakljucˇili da je N djeljiv nekim prostim brojem q. Niti jedan od prostih brojeva 2, 5, . . . , p
ne dijeli N. Ako bi q bio jedan od ovih prostih projeva, onda kombiniranjem relacije
q | 2 · 3 · 5 · . . . · p s q | N, dobili bi q | (N − 2 · 3 · . . . · p), tj. q | 1. Jedini pozitivni djelitelj
broja 1 je sam 1, a kako je q > 1 kontradikcija je ocˇita. Zakljucˇujemo da postoji prost broj
q vec´i od p, dakle ne postoji najvec´i prosti broj. 
1.4 Diofant (ca. 200. pr. Kr.)
Diofant iz Aleksandrije, koji se josˇ naziva ocem algebre, bio je grcˇki matematicˇar koji
je povratio Museionu izgubljenu slavu. Autor je serije knjiga pod imenom Aritmetika
u kojima se problemima iz teorije brojeva pristupa i algebarski. Diofant je trazˇio cjelo-
brojna i racionalna rjesˇenja algebarskih jednadzˇbi te se zbog njegovog ranog doprinosa
takve jednadzˇbe nazivaju Diofantskim jednadzˇbama. Diofantskom jednadzˇbom nazivamo
opc´enito neodredenu polinomnu jednadzˇbu ili neodredenu jednadzˇbu nekog drugog oblika
koja, medutim, nalazi rjesˇenja u domeni pozitivnih racionalnih brojeva. U takve probleme
ubrajamo i probleme nalazˇenja Pitagorinih trojki. Diofant, naravno, nije znao formule za
trazˇenje rjesˇenja takvih jednadzˇbi, no uspio je rjesˇiti veliki broj takvih problema. Ovdje je
spomenuto njih nekoliko u modernom zapisu.
Problem 1 u knjizi II kazˇe:
Nadi dva racionalna broja takva da je njihov zbroj proporcionalan zbroju njihovih kvadrata.
U modernom zapisu bi pisali
x2 + y2
x + y
= p (1.7)
gdje su x i y brojevi koje trazˇimo, a p nam je zadan koeficijent proporcionalnosti. Jednakost
(1.7) mozˇemo pisati kao
x2 − xp + y2 − yp = 0.
Rjesˇenja ove kvadratne jednadzˇbe su
x =
p
2
±
√
p2
4
− y2 + py. (1.8)
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Kako trazˇimo racionalna rjesˇenja, broj ispod korijena mora biti kvadrat. Tvrdnja koja c´e
nam ovdje pomoc´i je da se svaki racionalan broj mozˇe iskazati u obliku
r =
p
2
+ ty
za pogodan racionalan broj t. Sada (1.8) mozˇemo zapisati kao
p2
4
− y2 + py =
( p
2
+ ty
)2
. (1.9)
Sredivanjem ove jednakosti dobivamo
y = p
1 − t
1 + t2
. (1.10)
Za svaku racionalnu vrijednost broja t, odgovarajuc´i y u (1.10) cˇini jednakost (1.9)
kvadratom
p2
4
− y2 + py =
[
p
2
(1 + 2t − t2)
1 + t2
]2
.
Kada ovu jednakost uvrstimo u (1.8), za x imamo dva rjesˇenja:
x = p
1 + t
1 + t2
, x = p
t(t − 1)
1 + t2
. (1.11)
Opc´enito rjesˇenje ovog problema je dano s (1.10) i s (1.11) za racionalni t. Diofant nije
znao ove formule, ali je demonstrirao metodu za p = 10. Njegovo rjesˇenje x = 12, y = 6
odgovara t = 13 .
Problem 22 u knjizi IV se svodi na pronalazˇenje Pitagorinih trojki:
Pronadi tri broja x, y, z; x > y > z takvih da vrijedi
x − y = a2, y − z = b2, x − z = c2
i tako da je jedan od tih brojeva geometrijska sredina prestala dva. Prethodne jednakosti
mozˇemo zapisati kao
x = y + a2, z = y − b2 (1.12)
s proizvoljnim a i b, ali kada ove vrijednosti uvrstimo u trec´u jednakost dobivamo
a2 + b2 = c2.
Ako jednakost (1.6) pomnozˇimo s racionalnim brojem r dobivamo izraze za opc´e rjesˇenje
a = 2nr, b = (n2 − 1)r, c = (n2 + 1)r (1.13)
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gdje su r i n racionalni brojevi. Preostaje pokazati da je y geometrijska sredina od x i z, tj.
y2 = xz.
Prema (1.12) to mozˇemo pisati kao
y2 = (y + a2)(y − b2)
sˇto se svede na
y2 =
a2b2
a2 − b2 .
Iz (1.12) josˇ slijedi
x =
a4
a2 − b2 , z =
b4
a2 − b2 .
Da bi nasˇli opc´enito rjesˇenje moramo zamijeniti vrijednosti (1.13) za a, b i c. Kako su nam
rjesˇenja pozitivni cijeli brojevi trazˇimo stranice Pitagorinog trokuta u kojemu je a > b. Za
b = 3, a = 4, c = 5 imamo
x =
256
7
, y =
144
7
, z =
81
7
.
Poglavlje 2
Fermatovo doba
2.1 Marin Mersenne (1588. - 1648.)
Marin Mersenne je bio francuski teolog, matematicˇar i teoreticˇar glazbe. Za matematiku je
posebno znacˇajan zbog dopisivanja sa svim vazˇnim matematicˇarima svoga doba (kojih je
bilo vrlo malo u to vrijeme), cˇime je omoguc´ena razmjena ideja u doba u koje nisu postojali
mnogi drugi nacˇini komunikacije. Sam nije imao mnogo matematicˇkih postignuc´a, no znao
ih je prepoznati kod drugih matematicˇara.
Savrsˇeni i Mersennovi brojevi.
Mersenne je najpoznatiji po tome sˇto je pokusˇao nac´i sve savrsˇene brojeve.
Definicija 2.1.1. Pozitivan cijeli broj n je savrsˇen ako se mozˇe zapisati kao zbroj svih svojih
pozitivnih djelitelja ne ukljucˇujuc´i n.
Primjer savrsˇenih brojeva su 6 = 1+2+3 i 28 = 1+2+4+7+14 koji su bili poznati josˇ
i Pitagorejcima. Pretpostavlja se da su svi savrsˇeni brojevi parni iako nikada nije dokazano
da ne postoji neparni savrsˇen broj.
Ako nam σ(n) oznacˇava zbroj svih pozitivnih djelitelja broja n, onda je zbroj pozitivnih
brojeva manjih od n dana sa σ(n) − n. Dakle, uvjet ”n je savrsˇen” se svodi na jednakost
σ(n) − n = n, tj.
σ(n) = 2n.
Na primjer, imamo
σ(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 2 · 6
i
σ(28) = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 + 28 = 2 · 28.
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Teorem 2.1.2. Paran broj n je savrsˇen ako i samo ako se mozˇe prikazati u obliku n =
2k−1(2k − 1), pri cˇemu je 2k − 1 prost broj.
Dokaz. Neka je n = 2k−1(2k − 1), gdje je 2k − 1 prost. Izravno slijedi
σ(2k−1) = 1 + 2 + 4 + . . . + 2k−1 =
2k−1+1 − 1
2 − 1 = 2
k − 1
te
σ(2k − 1) = 1 + 2k − 1 = 2k.
Kako su 2k−1 i 2k − 1 relativno prosti, multiplikativnost funkcije σ povlacˇi
σ(n) = σ(2k−1) · σ(2k − 1) = (2k − 1) · 2k = 2n
pa je broj n savrsˇen.
Obratno, neka je n savrsˇen. Zapisˇimo ga u obliku n = 2k ·m, gdje je k ≥ 0 i m neparan.
Kako je σ(n) = 2n dobivamo
2k+1 · m = 2n = σ(n) = σ(2k · m) = σ(2k) · σ(m) = (2k+1 − 1)σ(m).
Iz prethodnih jednakosti zakljucˇujemo da je 2k+1 − 1 dijeli 2k+1 ·m. Kako su 2k+1 i 2k+1 − 1
relativno prosti, 2k+1 − 1 dijeli m. Zapisˇimo sada m u obliku m = (2k+1 − 1)m′.
Dobivamo da je
σ(m) = 2k+1m′
te
n = (2k+1 − 1)2km′
Preostaje dokazati da je m′ = 1 i da je 2k+1 − 1 prost broj. Ako je m′ , 1, slijedi σ(m) ≥
1 + m′ + m. No vidjeli smo da je
σ(m) = 2k+1m′ = (2k+1 − 1)m′ + m′ = m + m′ < 1 + m′ + m.
Prema tome, m′ = 1 te m = 2k+1 − 1. S druge strane, σ(m) = m + m′ = m + 1 pa je m (tj.
2k+1 − 1) prost broj. 
Dokaz ovog teorema prvi je dao Leonhard Euler.
Definicija 2.1.3. Brojevi oblika Mn = 2n − 1, n ≥ 1, se nazivaju Mersennovi brojevi.
Mersennove brojeve koji su prosti nazivamo Mersennovim prostim brojevima.
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Neki Mersennovi brojevi su prosti naprimjer M7 = 127, a neki su slozˇeni, kao npr.
M11 = 2047. Hipoteza je da Mersennovih brojeva koji su prosti ima beskonacˇno mnogo.
Najvec´i poznat Mersennov broj je M43112609 . To je ujedno i danas najvec´i poznati prosti
broj.
Propozicija 2.1.4. Ako je Mersennov broj Mn prost, tada je i n prost broj.
Dokaz. Ako je broj n slozˇen, tada ga mozˇemo zapisati u obliku n = kl, za neke prirodne
brojeve k, l koja su oba vec´a od 1. Tada je
2kl − 1 = (2l − 1)(2l(k−1) + 2l(k−2) + · · · + 2l + 1)
te je Mn djeljiv s 2l − 1, dakle Mn je slozˇen. 
2.2 Pierre de Fermat (1601. - 1665.)
Pierre de Fermat je bio francuski matematicˇar i pravnik. Za njega kazˇemo da je uz Descar-
tesa bio jedan od najznacˇajnijih matematicˇara 17. stoljec´a. Vjeruje se da nije objavio niti
jedan od svojih radova, vec´ je to napravio njegov sin Samuel nakon ocˇeve smrti. Unatocˇ
njegovoj skromnosti, Fermat je stekao veliki ugled za svoja matematicˇka postignuc´a. Pos-
tavio je temelje teorije vjerojatnosti te ga se smatra zacˇetnikom infinitezimalnog racˇuna.
Bavio se i analiticˇkom geometrijom i algebrom, no unatocˇ tome, Fermat je najvisˇe volio
teoriju brojeva. Vrac´ao se problemima iz teorije brojeva u svakom svoj radu, volio je pro-
nalaziti nove probleme, ali i davati odgovore na stare. Fermat niti jedan od svojih teorema
nije dokazao sˇto je pravdao time da su dokazi predugi i da ih nema gdje zapisati. Na zˇalost,
Fermatovi suvremenici nikad nisu zahtjevali dokaze Fermatovih teorema. To je pridonijelo
cˇinjenici da ga se nazove ”princom matematicˇara amatera”.
Fermatova metoda faktorizacije
Fermatova metoda faktorizacije je jedna od najucˇinkovitijih metoda faktorizacije. Nadena
je u pismu bez datuma najvjerojatnije poslanog Mersenneu. Metoda je utemeljena na
sljedec´em:
Ako broj n mozˇemo napisati kao razliku izmedu dva kvadrata onda n ima ocˇitu faktoriza-
ciju n = x2 − y2 = (x − y)(x + y).
Teorem 2.2.1. Svaki prirodni neparni broj n mozˇemo zapisati kao razliku dva kvadrata.
Dokaz. Kada je n = a · b, b ≥ a onda je n = x2 − y2, pri cˇemu je x = a+b2 , y = a−b2 . Ako su
a i b bliski brojevi, onda je y malo manji, a x malo vec´i od
√
n. Znamo da je n neparan. Iz
toga slijedi da su a i b neparni i x i y su cijeli brojevi. Mozˇemo pisati x2 = n + y2. Posˇto
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je x2 ≥ n, slijedi da je x ≥ √n. Postupak se sastoji od uzastopnog mijenjanja vrijednosti
broja x koji su vec´i od
√
n i provjeravanja je li ∆(x) = x2 − n jednak y2. 
Metodu je najbolje ilustrirati na primjeru.
Primjer 2.2.2. Faktoriziraj n = 13837.
√
n lezˇi izmedu 117 i 118.
∆(118) = 1182 − 13837 = 87 sˇto nije kvadrat.
∆(119) = 1192 − 13837 = 324 = 182.
Nasˇli smo faktorizaciju 13837 = (119 − 18)(119 + 18) = 101 · 137
Teorem 2.2.3. Svaki prost broj oblika 4n + 1 mozˇe se pokazati kao zbroj kvadrata dvaju
cijelih brojeva.
Ovaj teorem je josˇ poznat pod imenom Fermatov teorem o kvadratima. Dokazao ga je
Euler 1749. godine, Lagrange 1775. godine, koristec´i kvadratne forme, te Dedekind 1877.
godine.
Dokaz. Dokaz je ovdje zapisan kod Teorema 4.2.24. 
Fermatovi brojevi
Fermatovi prosti brojevi su brojevi oblika Fn = 22
n
+ 1, za n ∈ N0. Posebnost Fermatovih
brojeva je ta da oni zadovoljavaju nekoliko rekurzivnih relacija koje se mogu dokazati
matematicˇkom indukcijom. Ovdje navodim njih par bez dokaza. Dokaz relacija se mozˇe
pronac´i u [2].
1. Fn = (Fn−1 − 1)2 + 1
2. Fn = Fn−1 + 22n−1F0F1 · · · Fn−2
3. Fn = F2n−1 − 2(Fn−2 − 1)2
4. Fn = F0F1 · · · Fn−1 + 2.
Fermat je pretpostavio da su svi brojevi tog oblika prosti. Ako pogledamo redom bro-
jeve vidimo da je prvih pet zaista prosto. F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537,
no vec´ F5 nije prost. To je dokazao Euler 1732. godine.
Pogledajmo kratak dokaz:
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F5 = 232 + 1
= 24 · 228 + 1
= (641 − 54) · 228 + 1
= 641 · 228 − (5 · 274) + 1
= 641 · 228 − (641 − 1)4 + 1
= 641 · (228 − 6413 + 4 · 6412 − 6 · 6412 − 6 · 641 + 4)
Dakle, F5 je slozˇen broj jer je djeljiv sa 641.
Fermatovi brojevi su naizgled izgubili vazˇnost, no novi problem je taj da se pokazˇe da pos-
toji konacˇan broj Fermatovih brojeva koji jesu prosti. Gauss je sveo problem trazˇenja svih
pravilnih poligona koji se mogu konstruirati ravnalom i sˇestarom na problem postojanja
Fermatovih prostih brojeva.
Teorem 2.2.4. Neka su i, j ∈ Z, i, j ≥ 0. Ako je i , j, onda je (Fi, F j) = 1.
Dokaz. Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti kako je i > j. Prema cˇetvrtoj
relaciji s pocˇetka potpoglavlja, vrijedi Fi = F0 · · · F j · · · Fi−2 + 2. Kako (Fi, F j) | Fi i
(Fi, F j) | F0 · · · F j · · · Fi−2, slijedi (Fi, F j) | 2. Kako su po definiciji svi Fermatovi brojevi
neparni, slijedi (Fi, F j) = 1. 
Fermatov mali teorem
Teorem 2.2.5. Ako je p prost broj, onda je ap − a djeljiv s p za bilo koji cijeli broj a.
Dokaz ovog teorema se temelji na cˇinjenici da ako je p prost broj, onda je binomni
koeficijent
(
p
k
)
dijeljiv s p za k = 1, 2, . . . , p − 1 gdje je(
p
k
)
=
p(p − 1)(p − 2) · · · (p − k + 1)
1 · 2 · 3 · · · k .
Iz definicije od
(
p
k
)
imamo
1 · 2 · 3 · · · k
(
p
k
)
= p(p − 1)(p − 2) · · · (p − k + 1).
Ovdje p dijeli desnu stranu, dakle mora dijeliti i lijevu. Ocˇito je da produkt 1 · 2 · 3 · · · k ne
mozˇe biti djeljiv s p jer su svi faktori manji od p. Zakljucˇujemo da onda p mora dijeliti
(
p
k
)
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Dokaz. Teorem c´emo dokazati matematicˇkom indukcijom.
1. Baza indukcije. Kada je p = 2 teorem se da provjeriti jednostavno. Imamo ap − a =
a2 − a = a(a − 1), gdje su a i a − 1 uzastopni brojevi. Znamo da jedan od njih mora biti
djeljiv s 2, dakle cijeli umnozˇak je djeljiv s 2.
Cˇinjenica da je ap − a dijeljiv s bilo kojim prostim brojem p koristi indukciju broja a. Ako
je a = 0 ili 1, onda je vrijednost broja ap−a jednaka nuli, sˇto je djeljivo s p. Dakle, moramo
pretpostaviti da je a > 1.
2. Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da teorem vrijedi za a.
3. Korak indukcije.
(a + 1)p = ap +
(
p
1
)
ap−1 +
(
p
2
)
ap−2 + · · · +
(
p
p − 1
)
a + 1.
Sredivanjem izraza dobivamo
(a + 1)p − ap − 1 =
(
p
1
)
ap−1 +
(
p
2
)
ap−2 + · · · +
(
p
p − 1
)
a.
Kako p dijeli svaki binomni koeficijent s desne strane, mora dijeliti i cijelu desnu stranu.
Dakle, zakljucˇujemo da p dijeli i (a + 1)p − ap − 1. Ova cˇinjenica i pocˇetna pretpostavka
da p dijeli ap − a nas vodi do zakljucˇka da p dijeli
[(a + 1)p − ap − 1] + (ap − a) = (a + 1)p − (a + 1).
U slucˇaju da je a negativan cijeli broj, dokaz je jednostavan. Uzmimo da je a = −b, b > 0
pa slijedi
ap − a = (−b)p − (−b) = −(bp − b).
Kako je b pozitivan, vec´ znamo da p dijeli bp − b. 
Fermatova metoda neprekidnog silaska
Glavna metoda kojom je Fermat dokazivao tezˇe teoreme je metoda neprekidnog silaska.
Nazˇalost, Fermat vec´inu svojih dokaza nije zapisivao na papir vec´ ih je prenosio usmeno.
Smatra se kako je on vjerovao u svoju metodu visˇe nego u ispisivanje detalja dokaza.
Metodu opisuje na sljedec´i nacˇin.
Pretpostavimo da postoji pozitivan cijeli broj n koji ima svojstvo P. Moguc´e je pretpostaviti
da postoji josˇ neki pozitivan broj n1 < n tako da n1 ima to isto svojstvo P. Istim postupkom
mozˇemo zakljucˇiti da postoji josˇ neki broj n2 < n1 koji takoder ima to svojstvo. Postupak
bi mogli ponavljati u beskonacˇnost, no to je nemoguc´e s obzirom da postoji konacˇan broj
pozitivnih cijelih brojeva koji su manji od danog broja n. Zakljucˇujemo da ne postoji niti
jedan pozitivan cijeli broj koji sadrzˇi svojstvo P. Metodu je laksˇe shvatiti ako pogledamo
sljedec´i primjer.
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Primjer 2.2.6. Pokazˇimo da je
√
2 iracionalan broj.
Pretpostavimo suprotno,
√
2 je racionalan i mozˇe se zapisati kao
√
2 = ab , gdje su a, b
pozitivni cijeli brojevi. Sada izraz
√
2 + 1 =
1√
2 − 1
implicira
a
b
+ 1 =
1
a
b − 1
=
b
a − b ,
pa imamo √
2 =
a
b
=
b
a − b − 1 =
2b − a
a − b =
a1
b1
,
pri cˇemu nam je a1 = 2b − a i b1 = a − b. Kako je 1 <
√
2 < 2, tj. 1 < ab < 2, mozˇemo
mnozˇiti nejednakost s b kako bi dobili b < a < 2b. Sada implikacija 0 < 2b − a = a1, dok
je 2b < 2a daje
a1 = 2b − a < a.
Pocˇeli smo s
√
2 = ab , a zavrsˇili s
√
2 = a1b1 , gdje je 0 < a1 < a. Ako cijeli postupak pono-
vimo dobit c´emo
√
2 = a2b2 pri cˇemu je a2 pozitivan cijeli broj manji od a1. Nastavljajuc´i
postupak dobit c´emo niz a1, a2, a3, · · · takav da je
a > a1 > a2 · · · > 0.
Ovo je, naravno, nemoguc´e. Pozitivni cijeli brojevi se ne mogu beskonacˇno smanjivati.
Dobiveno povlacˇi da je pocˇetna pretpostavka pogresˇna,
√
2 se ne mozˇe napisati kao razlo-
mak. Zakljucˇujemo da je
√
2 iracionalan broj.
Fermatov posljednji teorem
Fermatov posljednji teorem poznat kao i Fermatov veliki teorem je jedan od najpoznatijih
teorema u povijesti matematike. Teorem se, prije nego sˇto je dokazan, nalazio u Guine-
ssovoj knjizi rekorda kao najtezˇi matematicˇki problem na svijetu. Prvi uspjesˇan i potpun
dokaz ovog teorema dao je Andrew Wiles tek 1994. godine, nakon 358 godina truda broj-
nih matematicˇara. Wilesov je dokaz, prema mnogima najvec´i matematicˇki rezultat pret-
hodnog stoljec´a, ohrabrio matematicˇare da se uhvate u kosˇtac s mnogim drugim velikim
nerijesˇenim matematicˇkim problemima. Ipak, tesˇko da c´e isˇta uspjeti zamijeniti Fermatov
poslijednji teorem. S obzirom da dokaz teorema ukljucˇuje teoriju grupa i vrlo je slozˇen,
ovdje je naveden samo teorem bez dokaza.
Teorem 2.2.7. Ne postoje tri pozitivna cijela broja a, b, c za koje vrijedi an + bn = cn za
bilo koji prirodni broj n > 2.

Poglavlje 3
Eulerovo doba
3.1 Leonhard Euler (1707. - 1783.)
Leondard Euler je matematicˇar koji je doprinio mnogim podrucˇjima matematike, ukljucˇujuc´i
teoriju brojeva. Bio je sˇvicarski matematicˇar, no vec´inu zˇivota je proveo u Rusiji. Njegov
matematicˇki talent zapazio je Johann Bernoulli koji ga je i matematicˇki poucˇavao. Euler
je prvi matematicˇar koji je zapazio da se teorija brojeva mozˇe proucˇavati metodama ma-
tematicˇke analize i time je postao osnivacˇ analiticˇke teorije brojeva. Euler je jedan od
najplodonosnijih matemticˇara u povijesti, napisao je cˇak preko 700 radova.
Teorija kongruencija predstavlja naslijede ”Princa matematike”, Carl Friedricha Gaussa.
On je ovu tehniku, poznatu i pod nazivom modularna aritmetika, zasnovao u svom djelu
Disquisitiones Arithmeticae, objavljenom 1801. Spomenuta knjiga se sastojala od sedam
poglavlja, od kojih je prvih sˇest bilo posvec´eno teoriji brojeva. Iako Gauss kronolosˇki do-
lazi nakon Eulera, ovdje su spomenuti najbitniji pojmovi vezani uz teoriju kongruencija.
Ti pojmovi su nam korisni za dokaze bitnih Eulerovih postignuc´a.
Kongruencije
Definicija 3.1.1. Ako cijeli broj n , 0 dijeli razliku a−b, onda kazˇemo da je a kongruentan
b modulo n i pisˇemo a ≡ b (mod n). U protivnom, kazˇemo da a nije kongruentan b modulo
n i pisˇemo a . b (mod n).
Propozicija 3.1.2. Neka je n prirodan broj. Biti kongruentan modulo n je relacija ekviva-
lencije na skupu Z.
Dokaz. Najprije treba pokazati da je a kongruentno b modulo n ako i samo ako a i b daju
isti ostatak pri djeljenju s n.
21
22 POGLAVLJE 3. EULEROVO DOBA
Pretpostavimo da je a kongruentno b modulo n te korisˇtenjem Teorema o dijeljenju s ostat-
kom napisˇimo a = q1 · n + r1 i b = q2 · n + r2, pri cˇemu vrijedi 0 ≤ r1, r2 ≤ n − 1. Sada je
a − b = (q1 − q2)n + r1 − r2. Kako n dijeli a − b, dobivamo da n dijeli i r1 − r2 te iz
−n + 1 ≤ r1 − r2 ≤ n − 1
slijedi
r1 − r2 = 0, t j. r1 = r2.
S druge strane, ako a i b daju isti ostatak pri djeljenju s n, analogno slijedi da n dijeli a− b,
tj. a ≡ a (mod n). Iz dokazanog sada ocˇito slijedi a ≡ a (mod n). Takoder, kako n | a − b
ako i samo ako n | b − a, vrijedi i a ≡ b (mod n) ako i samo ako b ≡ a (mod n).
Neka su sada a, b i c cijeli brojevi i neka vrijedi a ≡ b (mod n) i b ≡ c (mod n). Iz toga
zakljucˇujemo kako a i b te b i c daju isti ostatak pri dijeljenju s n pa je a ≡ c (mod n). 
U iduc´oj propoziciji su navedena osnovna svojstva kongruencija.
Propozicija 3.1.3. Neka su a, a′, b, b′ i c cijeli brojevi te n prirodan broj.
1. Ako je a ≡ a′ (mod n) i b ≡ b′ (mod n), tada vrijedi i
a + b ≡ a′ + b′ (mod n),
a − b ≡ a′ − b′ (mod n) te
a · b ≡ a′ · b′ (mod n).
2. Neka su a i n relativno prosti. Ako je ab ≡ ac (mod n), tada vrijedi i b ≡ c (mod n).
Dokaz. 1. Dokazati c´emo trec´u tvrdnju, prve dvije se mogu dokazati analogno. Prema
uvjetima propozicije, postoje cijeli brojevi m′ i m takvi da je a−a′ = mn i b−b′ = m′n.
Odavde slijedi
ab − a′b′ = ab − ab′ + ab′ − a′b′ = a(b − b′) + (a − a′)b′ = am′n + b′m′n.
Dakle, n dijeli ab − a′b′ pa je ab ≡ a′b′ (mod n).
2. Kako su a i n relativno prosti, prema Teoremu 1.3.6. postoje brojevi x i y takvi da je
ax + ny = 1. Iz kongruencije ab ≡ ac (mod n) slijedi da postoji cijeli broj k takav da
je a(b − c) = nk. Mnozˇenjem prethodne jednakosti s x, iz ax = 1 − ny dobivamo
(b − c) − ny(b − c) = nkx.
Sada je ocˇito da n dijeli b − c pa je b ≡ c (mod n).

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Primijetimo kako tvrdnja 2. ne vrijedi opc´enito, tj. ukoliko cijeli brojevi a i n nisu
relativno prosti.
Teorem 3.1.4. Vrijedi: ax ≡ ay (mod m) ako i samo ako x ≡ y (mod m(a,m) ). Specijalno,
ako je ax ≡ ay (mod m) i (a,m) = 1, onda je x ≡ y (mod m).
Dokaz. Dokaz Teorema 3.1.4. mozˇe se nac´i u [3, str. 13, Teorem 2.4.]. 
Definicija 3.1.5. Neka je n ∈ N, n > 1. Skup S = {a1, a2, . . . , an} se naziva potpuni sustav
ostataka modulo n ako za svaki b ∈ Z postoji jedinstveni ai ∈ S za koji vrijedi b ≡ ai
(mod n).
Mozˇemo primijetiti kako svaki potpuni sustav ostataka modulo n ima tocˇno n eleme-
nata. Takoder i svaki n-terocˇlani skup koji se sastoji od cijelih brojeva koji su medusobno
kongruentni modulo n predstavlja potpuni sustav ostataka modulo n.
Lema 3.1.6. Neka su a i n prirodni brojevi. Ako su a i n relativno prosti, tada konvergencija
ax ≡ b (mod n) ima jedinstveno rjesˇenje modulo n, tj. ako je S = {a1, a2, . . . , an} potpun
sustav ostataka modulo n tada postoji jedinstveni ai ∈ S takav da je x ≡ ai (mod n)
rjesˇenje polazne konvergencije.
Dokaz. Kako su a i n relativno prosti, mozˇemo nac´i brojeve k, l za koje vrijedi ak + nl = 1.
Iz toga slijedi akb + nkb = b. Sada je ocˇito akb ≡ b (mod n) pa je x = kb rjesˇenje polazne
kongruencije.
Neka su sada x1 i x2 rjesˇenja polazne kongruencije. Kako je ax1 ≡ b (mod n) i ax2 ≡ b
(mod n) dobivamo ax1 ≡ ax2 (mod n). Primjenom Propozicije 3.1.3. dobivamo x1 ≡ x2
(mod n) sˇto je i trebalo pokazati. 
Lema 3.1.7. Neka je {x1, . . . , xm} potpun sustav ostataka modulo m, te neka je (a,m) = 1.
Tada je {ax1, . . . , axm}
Dokaz. Dovoljno je dokazati kako axi . ax j (mod m) za i , j. Pretpostavimo da je
axi ≡ ax j (mod m). Tada Teorem 3.1.4. povlacˇi da je xi ≡ x j (mod m), tj. i = j. 
Eulerova funkcija
Definicija 3.1.8. Neka je n prirodan broj. Broj prirodnih brojeva u nizu 1, 2, . . . , n koji su
relativno prosti s n se oznacˇava s ϕ(n); ovim je definirana funkcija ϕ : N → N koja se
naziva Eulerova funkcija.
Primijetimo kako je ϕ(n) upravo broj elemenata reduciranog sustava ostataka modulo
n te dalje reducirani sustav ostataka mozˇemo zapisati u obliku
{
a1, a2, . . . , aϕ(n)
}
.
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Primjer 3.1.9. Na primjer, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2 i ϕ(1) = 1. Ako je p prost broj onda
je ϕ(p) = p − 1. Na primjer, ϕ(7) = 6. Takoder, ako za neki prirodan broj n vrijedi
ϕ(n) = n − 1, zakljucˇujemo kako je n relativno prost sa svakim prirodnim brojem koji je
manji od njega. Prema tome, n mora biti prost broj.
Lema 3.1.10. Neka je S =
{
a1, a2, . . . , aϕ(n)
}
reducirani sustav ostataka modulo n. Tada
je i
{
b · a1, b · a2, . . . , b · aϕ(n)
}
reducirani sustav ostataka modulo n, za svaki broj b za koji
vrijedi (b, n) = 1.
Dokaz. Direktno iz Leme 3.1.7. i Teorema 1.3.10. 
Teorem 3.1.11. Eulerov teorem. Neka je a cijeli broj te n prirodan broj. Ako su brojevi a
i n relativno prosti, tada je aϕ(n) ≡ 1 (mod n).
Dokaz. Neka je S =
{
a1, a2, . . . , aϕ(n)
}
reducirani sustav ostataka modulo n. Prema Lemi
3.1.10. je tada i skup
{
a · a1, a · a2, · · · , a · aϕ(n)
}
reducirani skup ostataka modulo n. Prema
tome, za svaki ai, 1 ≤ i ≤ ϕ(n), postoji jedinstveni a j ∈ S takav da je ai ≡ a · a j (mod n).
Primjenom Propozicije 3.1.3. (1) dobivamo
a1 · a2 · · · aϕ(n) ≡ aa1 · aa2 · · · aaϕ(n) (mod n),
tj.
a1 · a2 · · · aϕ(n) ≡ aϕ(n)a1 · a2 · · · aϕ(n) (mod n).
Kako je (ai, n) = 1 za sve ai ∈ S , uzastopnom primjenom propozicije 3.1.3. (2) dobivamo
1 ≡ aϕ(n) (mod n), cˇime je teorem dokazan. 
Ako je p prost broj i a cijeli broj koji nije djeljiv s p, tada su a i p relativno prosti.
Euler je dokazao Mali Fermatov teorem upravo zato sˇto je on izravna posljedica Eulerovog
teorema.
Teorem 3.1.12. Mali Fermatov teorem. Neka je p prost broj i a cijeli broj. Tada je ap ≡ a
(mod p). Ako p ne dijeli a, vrijedi i ap−1 ≡ 1 (mod p).
Dokaz. Ocˇito je ϕ(p) = p − 1, pa tvrdnja slijedi iz Eulerovog teorema. 
Lema 3.1.13. Neka je p prost broj i k ∈ N. Tada je ϕ(pk) = pk − pk−1.
Dokaz. Neka je 1 ≤ n ≤ pk. Ako p ne dijeli n, tada su n i pk relativno prosti. Prema tome,
jedini brojevi u nizu 1, 2, . . . , pk koji nisu relativno prosti s pk su p, 2p, 3p, . . . , pk = pk−1 ·p
(tj. ima ih pk−1). Odavde slijedi ϕ(pk) = pk − pk−1. 
Pokazˇimo da je Eulerova funkcija i multiplikativna. Prije dokaza nam je potreban
sljedec´i teorem.
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Teorem 3.1.14. Kineski teorem o ostatcima. Neka su m i n relativno prosti prirodni bro-
jevi. Tada za svaki par cijelih brojeva a i b postoji jedinstveno, modulo mn, rjesˇenje sustava
kongruencija x ≡ a (mod m), x ≡ b (mod n).
Dokaz. Ovdje imamo sustav dvije kongruencije s jednom nepoznanice. Promatramo pres-
likavanje
i : {0, 1, . . . ,mn − 1} → {0, 1, . . . ,m − 1} × {0, 1, . . . , n − 1}
dano s i(t) = (t mod m, t mod n). Da bi dokazali lemu dovoljno je dokazati da je presli-
kavanje i bijekcija. Kako skupovi {0, 1, . . . ,mn − 1} i {0, 1, . . . ,m − 1} × {0, 1, . . . , n − 1}
imaju jednaki broj elemenata, potrebno je pokazati da je preslikavanje i injekcija.
Neka su t1, t2 ∈ {0, 1, . . . ,mn − 1} takvi da je i(t1) = i(t2). Tada je t1 ≡ t2 (mod m) i t1 ≡ t2
(mod n). Drugim rijecˇima m | t1−t2 i n | t1−t2. Kako su m i n relativno prosti zakljucˇujemo
mn | t1−t2 te zbog −mn+1 ≤ t1−t2 ≤ mn−1 vrijedi t1 = t2. Zakljucˇujemo, i je injekcija. 
Kinezi su se ovim rezultatom koristili primjenom na probleme iz svakodnevnog zˇivota.
Ovaj teorem je prvenstveno korisˇten u vojne svrhe prilikom prebrojavanja prezˇivjelih voj-
nika nakon bitke. Vojnici bi se postrojili u redove po 3, 4, 5, 7, 11 vojnika, a potom bi
se pomoc´u broja vojnika preostalih u zadnjem redu dobio sustav kongruencija. Rjesˇavanje
takvog sustava bi rezultiralo tocˇnim brojem prezˇivjelih vojnika.
Teorem 3.1.15. Eulerova funkcija je multiplikativna.
Dokaz. Vec´ smo vidjeli da je ϕ(1) = 1. Neka su sada m, n relativno prosti cijeli brojevi.
Definiramo skupove
S 1 = {a ∈ N : a ≤ mn, (a,mn) = 1} ,
S 2 = {a ∈ N : a ≤ m, (a,m) = 1} ,
S 3 = {a ∈ N : a ≤ n, (a, n) = 1} .
Ocˇito je |S 1| = ϕ(mn), |S 2| = ϕ(m) te |S 3| = ϕ(n). Za t ∈ {0, 1, . . . ,mn − 1}, neka je
i(t) = (a, b), gdje je i preslikavanje definirano u dokazu Kineskog teorema o ostatcima.
Primijetimo da je (t,mn) = 1 ako i samo ako je (a,m) = (b, n) = 1. Kako je t = k1m + a =
k2n+b, slijedi da je svaki zajednicˇki prost djelitelj brojeva t i m (tj. t i n) ujedno i zajednicˇki
prost djelitelj brojeva a i m (b i n). Prema tome, restrikcija preslikavanja i na skup S 1 daje
bijekciju skupa S 1 na skup S 2 × S 3 sˇto povlacˇi ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n). 
Eulerova metoda faktorizacije
Eulerova metoda faktorizacije je tehnika faktoriziranja broja zapisivanjem tog broja kao
zbroja dva kvadrata i to na dva razlicˇita nacˇina. Na primjer, broj 1000009 se mozˇe zapisati
kao 10002 + 32 ili kao 9722 + 2352. Eulerova metoda nam daje faktorizaciju 1000009 =
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293 · 3413. Ova metoda je bolja od Fermatove metode za one cijele brojeve cˇiji faktori
nisu blizu i cˇak ucˇinkovitija od faktorizacije djeljenjem, pod uvjetom da se mozˇe nac´i
reprezentacija pocˇetnog broja kao zbroja dva kvadrata.
Veliki nedostatak Eulerove metode je taj da se ne mozˇe primijeniti na cijeli broj koji
ima prosti faktor oblika 4k+3 na neku neparnu potenciju, jer se takav broj ne mozˇe zapisati
kao kvadrat. Cˇak su i neparni slozˇeni brojevi oblika 4k+1 cˇesto umnozˇak dva prosta broja
oblika 4k + 3 pa se ova metoda ne mozˇe koristiti.
Za prikaz ove metode koristit c´emo Teorem 2.2.3. i Brahmagupta - Fibonacci identitet.
Brahmagupta - Fibonacci identitet:
1. (a2 + b2)(c2 + d2) = (ac − bd)2 + (ad + bc)2
2. (a2 + b2)(c2 + d2) = (ac + bd)2 + (ad − bc)2.
Sada prijedimo na samo metodu. Zapisˇimo broj n kao n = a2 + b2 = c2 + d2. Prvo
zakljucˇujemo da vrijedi a2 − c2 = d2 − b2. Kada sredimo tu jednakost dobivamo
(a − c)(a + c) = (d − b)(d + b). (3.1)
Neka je k = (a−c, d−b) i h = (a+c, d+b) tako da postoje neke konstante l, m, l′, m′ za koje
vrijedi (a − c) = kl, (d − b) = km, (a + c) = hm′ i (d + b) = hl′. Najvec´i zajednicˇki djelitelj
od l i m je 1 i najvec´i zajednicˇki djelitelj od l′ i m′ je 1. Ako ove jednakosti uvrstimo u (3.1)
dobivamo
klhm′ = kmhl′.
Kada prethodnu jednakost podijelimo s kh dobivamo
lm′ = l′m.
Koristec´i cˇinjenicu da su (l,m) i (l′,m′) parovi relativno prostih brojeva dolazimo do za-
kljucˇka da je l = l′ i m = m′. Dakle, (a − c) = kl, (d − b) = km, (a + c) = hm i (d + b) = hl.
Vidimo sada da je m = (a + c, d − b) i l = (a − c, d + b).
(k2 + h2)(l2 + m2) = (kl − hm)2 + (km + hl)2
= ((a − c) − (a + c))2 + ((d − b) + (d + b))2
= (2c)2 + (2d)2
= 4n.
(k2 + h2)(l2 + m2) = (kl + hm)2 + (km − hl)2
= ((a − c) + (a + c))2 + ((d − b) − (d + b))2
= (2a)2 + (2b)2
= 4n.
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Kako je svaki faktor zbroj dva kvadrata, jedan od njih mora sadrzˇavati oba parna broja: ili
su to (k, h) ili (l,m). Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo da je (k, h) takav par brojeva.
Faktorizacija je tada oblika
n =
(k2
)2
+
(
h
2
)2 (l2 + m2) .
Pogledajmo sada metodu na pocˇetnom primjeru.
Primjer 3.1.16. Faktoriziraj 1000009.
Kako je 100009 = 10002 + 32 = 9722 + 2352 imamo
a = 1000 a − c = 28 (a − c, d − b) = k = 4
b = 3 a + c = 1972 (a + c, d + b) = h = 34
c = 972 d − b = 232 l = 7
d = 235 d + b = 238 m = 58
Dakle,
1000009 =
(42
)2
+
(
34
2
)2 · (72 + 582)
=
(
22 + 172
)
·
(
72 + 582
)
= (4 + 289) · (49 + 3364)
= 293 · 3413
3.2 Christian Goldbach (1690. - 1764.)
Christian Goldbach je bio njemacˇki matematicˇar i pravnik. Studirao je na sveucˇilisˇtu Royal
Albertus University. Nakon studija je putovao po Europi gdje je susreo mnoge mate-
maticˇare kao sˇto su Gottfried Leibniz, Leonhard Euler i Nicholas Bernoulli. Bavio se
teorijom brojeva, ali i matematicˇkom analizom. Danas je najpoznatiji po takozvanoj ”Gol-
dbachovoj slutnji” koju je zapisao u pismu Euleru 1742. godine.
Goldbachova slutnja
Goldbachova slutnja je jedan od najstarijih i najpoznatijih problema u teoriji brojeva, ali i u
ostalim granama matematike. Potjecˇe iz pisma Euleru 7. lipnja 1742. godine. Ona govori:
Svaki cijeli broj vec´i od dva koji se mozˇe zapisati kao zbroj dva prosta broja se mozˇe
zapisati kao zbroj proizvoljno mnogo cijelih brojeva.
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U marginama pisma napisao je josˇ jednu slutnju koja govori:
Svaki cijeli broj vec´i od 2 se mozˇe zapisati kao zbroj tri prosta broja.
Danas znamo da su ove dvije tvrdnje ekvivalentne iako se u ono vrijeme to nije tako cˇinilo.
Bitno je napomenuti da je Goldbach smatrao da je 1 prost broj. Moderni i konacˇan zapis
ove slutnje je:
Svaki cijeli broj vec´i od dva se mozˇe zapisati kao zbroj dva prosta broja.
Slutnja je pokazana kao ispravna za brojeve do 4×1018, no teorem nije dokazan u opc´enitom
slucˇaju. Cˇak je i Euler izjavio da smatra tvrdnju tocˇnom, no kako ju ne zna dokazati.
Definicija 3.2.1. Goldbachov broj je pozitivan cijeli broj koji se mozˇe prikazati kao zbroj
dva neparna prosta broja.
Ovo je vidimo josˇ jedan oblik Goldbachove slutnje koja kazˇe da su svi parni brojevi
vec´i od 4 Goldbachovi brojevi.
Poglavlje 4
Lagrangeovo doba
4.1 Joseph Louis Lagrange (1736. - 1813.)
Joseph-Louis Lagrange je bio talijanski matematicˇar i astronom koji je zˇivio u doba pros-
vjetiteljstva. Napravio je znatne doprinose na polju matematicˇke analize i teorije brojeva.
Lagrange je s 19 godina postao je profesor matematike na artiljerijskoj sˇkoli u Torinu te
je poznat po svojoj izjavi: ”Da sam bogat, nikada se ne bih bavio matematikom.” Leon-
hard Euler je prepoznao njegov talent te je cˇesto pregledavao njegove radove. Veliki dio
Lagrangeovog doprinosa teoriji brojeva su dokazi vec´ poznatih teorema.
Wilsonov i Lagrangeov teorem
Definicija 4.1.1. Neka je p prost broj i a < p, prirodan. Tada postoji prirodan broj b za
kojeg vrijedi a · b ≡ 1 (mod p) i takav broj b se naziva multiplikativni inverz od a modulo
p.
Zaista, kako su a i p relativno prosti prema Teoremu 1.3.6. postoje cijeli brojevi x, y
za koje vrijedi ax + py = 1. Slijedi, ax ≡ 1 (mod p) te mozˇemo uzeti b = x. Mozˇemo
primijetiti kako iz Leme 3.1.6. slijedi da su svaka dva multiplikativna inverza od a mo-
dulo p medusobno kongruentni modulo p, pa postoji jedinstveni multiplikativni inverz od
a modulo p koji je prirodan broj manji od p.
Opc´enito ako je a prirodan broj i p ne dijeli a, tada postoji multiplikativni inverz od a mo-
dulo p. Najistaknutija primjena multiplikativnih inverza pojavljuje se prilikom evaluacije
produkta (p − 1)! = 1 · 2 · 3 · · · (p − 1) modulo p, pri cˇemu je p prost broj. O tome nam
visˇe govori sljedec´i teorem engleskog matematicˇara Johna Wilsona. Wilsonov teorem je
jedan od poznatijih teorema iz teorije brojeva. Ovaj teorem je dokazan tek 1771. godine
od strane Lagrangea. Vrlo je bitan jer za razliku od Fermatovog malog teorema, vrijedi i
njegov obrat te nam tako daje nuzˇan i dovoljan uvijet da bi broj bio prost.
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Teorem 4.1.2. Wilsonov teorem. Ako je p prost broj tada je (p − 1)! ≡ −1 (mod p).
Dokaz. Prema prethodnoj diskusiji, za svaki broj 1, 2, . . . , p − 1 postoji multiplikativni
inverz modulo p. Dakle, svaki od faktora u (p − 1)! = 1 · 2 · · · (p − 1) daje 1 modulo p
u umnosˇku sa svojim multiplikativnim inverzom, osim faktora koji su sami sebi inverzni.
Odredimo sada takve faktore.
Neka je x ∈ {1, 2, . . . , p − 1} takav da vrijedi x2 ≡ 1 (mod p). Tada p | x2−1 = (x−1)(x+1).
Kako je p prost i 1 ≤ x ≤ p− 1, slijedi da je ili x− 1 = 0 ili x + 1 = p. Dakle, jedini faktori
u (p − 1)! koji su sami sebi inverzni su 1 i p − 1. Iz toga dobivamo (p − 1)! ≡ 1 · (p − 1)
(mod p) te (p − 1)! ≡ −1 (mod p). 
Pogledajmo sada obrat Wilsonovog teorema.
Teorem 4.1.3. Ako prirodan broj n zadovoljava (n − 1)! ≡ −1 (mod n), tada je on prost.
Dokaz. Iz (n − 1)! ≡ −1 (mod n) slijedi (n − 1)! ≡ −1 (mod m) za svaki m koji dijeli n.
Ako m < n, tada se m pojavljuje kao faktor od (n− 1)! pa je (n− 1)! ≡ 0 (mod m) i −1 ≡ 0
(mod m). Iz ovoga slijedi da je m = 1 te n nema pozitivnih djelitelja razlicˇitih od 1. Slijedi,
n je prost. 
Teorem 4.1.4. Neka je p prost broj. Tada kongruencija x2 ≡ −1 (mod p) ima rjesˇenja ako
i samo ako je p = 2 ili p ≡ 1 (mod 4).
Dokaz. Za p = 2 je x = 1 jedno rjesˇenje. Ako je p ≡ 1 (mod 4), onda iz Wilsonovog
teorema slijedi:[
1 · 2 · · · p − 1
2
]
·
[
(p − 1)(p − 2) · · ·
(
p − p − 1
2
)]
≡
[(
p − 1
2
)
!
]2
≡ −1 (mod p),
pa je x =
(
p−1
2
)
! jedno rjesˇenje.
Neka je p ≡ 3 (mod 4). Pretpostavimo da postoji x ∈ Z takav da je x2 ≡ −1 (mod p). Tada
je xp−1 ≡ (−1) p−12 ≡ −1 (mod p) sˇto je kontradikcija s malim Fermatovim teoremom. 
Teorem 4.1.5. Lagrangeov teorem. Ako je p prost broj i P(x) polinom stupnja n s cje-
lobrojnim koeficijentima koji nisu djeljivi s p, tada kongruencija P(x) ≡ 0 (mod p) ima
najvisˇe n rjesˇenja modulo p.
Dokaz. Dokaz se provodi indukcijom po stupnju polinoma P(x). Ako je stupanj polinoma
1, tvrdnja teorema slijedi iz Leme 3.1.6. Pretpostavimo kako tvrdnja vrijedi za polinome
stupnja manjeg od n i neka je P(x) polinom stupnja n. Ako kongruencija P(x) ≡ 0 (mod p)
nema rjesˇenja, tada nemamo sˇto dokazivati. Nasuprot, pretpostavimo kako je P(x0) ≡ 0
(mod p), za neki cijeli broj x0 te neka je
P(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0,
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gdje su a0, a1, . . . , an cijeli brojevi. Odavde slijedi da je P(x) ≡ P(x) − P(x0) (mod p), tj.
P(x) ≡ an(xn − xn0) + an−1(xn−1 − xn−10 ) + . . . + a1(x − x0) (mod p).
Kako za k ∈ N vrijedi
xk − xk0 = (x − x0)(xk−1 + xk−2x0 + . . . + xxk−20 + xk−10 ),
desnu stranu mozˇemo zapisati kao (x − x0)Q(x), pri cˇemu je Q(x) polinom stupnja n − 1 s
cjelobrojnim koeficijentima.
Kako je p prost, kongruencija P(x) ≡ 0 (mod p) pokazuje kako je x − x0 ≡ 0 (mod p)
ili Q(x) ≡ 0 (mod p). Prema pretpostavci indukcije kongruencija Q(x) ≡ 0 (mod p) ima
najvisˇe n − 1 rjesˇenja pa kongruencija P(x) ≡ 0 (mod p) ima najvisˇe n rjesˇenja sˇto je i
trebalo pokazati. 
Pellove jednadzˇbe
Definicija 4.1.6. Neka je d prirodan broj koji nije potpuni kvadrat. Diofantska jednadzˇba
oblika x2 − dy2 = 1 naziva se Pellova jednadzˇba. Jednadzˇba oblika x2 − dy2 = N, pri cˇemu
je N cijeli broj naziva se pellovska jednadzˇba.
Pellova jednadzˇba pripada medu najstarije i najvazˇnije diofantske jednadzˇbe drugog
reda. Jedini suparnik joj je bila Pitagorina jednadzˇba koja je ovdje spomenuta u prvom
poglavlju. Pellova jednadzˇba je poznata josˇ od antike gdje je korisˇtena za aproksimaciju
broja
√
2. Spomenuta jednadzˇba je dobila ime nakon Eulerovog susreta s Wallisovim dje-
lom Opera Mathematica koji je zabunom proglasio Johna Pella kao osobu koja se prva
bavila ovakvim tipom jednadzˇbi. Do danas ne postoje dokazi da se John Pell ikada bavio
ovakvim tipom jednadzˇbi. Posljednji koji se prije Eulera bavio ovakvim jednadzˇbama je
Fermat.
Teorem 4.1.7. Dirichletov teorem o aproksimaciji. Za svaki iracionalni broj oblika
√
n i
prirodan broj B postoje cijeli brojevi a i b, 0 < b < B takvi da je
|a − b√n| < 1
B
.
Dokaz. Neka je prirodan broj B proizvoljan i fiksiran. Promotrimo B − 1 brojeva√
n, 2
√
n, . . . , (B − 1)√n. Za svaki k ∈ {1, 2, . . . , B − 1} odaberemo broj Ak takav da je
0 ≤ Ak − k√n ≤ 1.
Kako je
√
n iracionalan, niti jedan od brojeva Ak−k√n ne mozˇe biti jednak 0 ili 1. Takoder
za k1 , k2 vrijedi Ak1 − k1
√
n , Ak2 − k2
√
n (jer bi u suprotnom vrijedilo
√
n =
Ak1−Ak2
k2−k1 ).
Dakle, u segmentu [0, 1] imamo B + 1 razlicˇitih brojeva
0, A1 −
√
n, A2 − 2
√
n, ..., AB−1 − (B − 1)
√
n, 1.
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Podijelimo li spomenuti segment na B podintervala duljine 1B prema Dirichletovom prin-
cipu barem jedan od tih podintervala sadrzˇi bar dva navedena broja. Neka su to Ai − i√n i
A j − j√n, i , j. Tada je |Ai − i√n − A j + j√n| < 1B te za a = Ai − A j i b = j − i vrijedi|a − b√n| < 1B . Iz 1 ≤ i ≤ j ≤ B − 1 slijedi 0 < b < B. 
Ovaj teorem ima nekoliko bitnih posljedica:
1. Kako prethodni teorem vrijedi za sve brojeve B < 0, mozˇemo nac´i proizvoljno mali
broj 1B , cˇime dobivamo nove vrijednosti za a i b. Dakle, postoji beskonacˇno mnogo
parova cijelih brojeva (a, b) takvih da vrijedi |a − b√n| < 1B . Iz 0 < b < B slijedi|a − b√n| < 1b .
2. Ocˇito vrijedi |a + b√n| ≤ |a − b√n| + |2b√n| ≤ |3b√n| i |a2 − b2n| ≤ 1b · 3b
√
n =
3
√
n. Prema tome mozˇemo pronac´i beskonacˇno mnogo cijelih brojeva (a, b) takvih
da vrijedi |a2 − nb2| ≤ 3√n. Posebno, postoji beskonacˇno mnogo parova prirodnih
brojeva (ai, bi) takvih da je a2i − nb2i = N, za neki prirodan broj N, pri cˇemu je
N < 3
√
n.
3. Postoje razlicˇiti parovi (a1, b1) i (a2, b2) za koje vrijedi a21 − nb21 = a22 − nb22 = N,
a1 ≡ a2 (mod N) i b1 ≡ b2 (mod N).
Iz ovoga se mozˇe dokazati egzistencija rjesˇenja Pellove jednadzˇbe.
Teorem 4.1.8. Neka je n ∈ N i n nije potpun kvadrat. Tada Pellova jednadzˇba x2 − dy2 = 1
ima rjesˇenja u prirodnim brojevima (x, y) , (1, 0).
Dokaz. Neka je a − b√n kvocijent brojeva a1 − b1√n i a2 − b2√n dobivenih prije iskaza
teorema. Tada je
a − b√n = a1 − b1
√
n
a2 − b2√n
=
(a1 − b1√n)(a2 + b2√n)
a22 − nb22
=
a1a2 − nb1b2
N
+
a1b2 − b1a2
N
√
n.
Ocˇito je a − b√n , ±1.
Kako N dijeli a21 − nb21, dobivamo a21 − nb21 ≡ 0 (mod N), odakle iz a1 ≡ a2 (mod N) i
b1 ≡ b2 (mod N) slijedi a1a2 − nb1b2 ≡ 0 (mod N). Na isti nacˇin je i a1b2 − b1a2 ≡ 0
(mod N) pa su a1a2−nb1b2N i
a1b2−b1a2
N cijeli brojevi. Korisˇtenjem a
2
1 − nb21 = a22 − nb22 = N
dobivamo a2 − nb2 = 1 pa je (a, b) trazˇeno rjesˇenje. 
Rjesˇenje Pellove jednadzˇbe (x1, x2) u prirodnim brojevima nazivamo najmanjim netri-
vijalnim rjesˇenjem ako za svako drugo rjesˇenje (x2, y2) vrijedi x1 < x2. U tom slucˇaju c´e
vrijediti i y1 < y2 te x1 +
√
ny1 < x2 +
√
ny2. Takvo najmanje netrivijalno rjesˇenje najcˇesˇc´e
nije jednostavno nac´i, no njegova vazˇnost lezˇi u tome sˇto ono odmah daje beskonacˇno
mnogo rjesˇenja.
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Propozicija 4.1.9. Brahmaguptino kompozicijsko pravilo. Ako su (x1, y1) i (x2, y2) rjesˇenja
Pellove jednadzˇbe x2 − ny2 = 1, tada je i (x3, y3) = (x1x2 + ny1y2, x1y2 + x2y1) takoder
rjesˇenje.
Dokaz. Vrijedi (x1 +
√
ny1)(x2 +
√
ny2) = x1x2 + ny1y2 +
√
n(x1y2 + x2y1). Kako su
(x1, y1),(x2, y2) rjesˇenja Pellove jednadzˇbe ocˇito je (x21 − ny21)(x22 − ny22) = 1.
Sada imamo
1 = (x1 −
√
ny1)(x1 +
√
ny1)(x2 −
√
ny2)(x2 +
√
ny2)
= (x1 −
√
ny1)(x2 −
√
ny2)(x1 +
√
ny1)(x2 +
√
ny2)
= (x1x2 + ny1y2 −
√
n(x1y2 + x2y1))(x1x2 + ny1y2 +
√
n(x1y2 + x2y1))
= (x1x2 + ny1y2)2 − n(x1y2 + x2y1)2
= x23 − ny23
pa je i par (x3, y3) rjesˇenje Pellove jednadzˇbe. 
Netrivijalna rjesˇenja Pellove jednadzˇbe najlaksˇe se mogu odrediti korisˇtenjem razvoja
broja
√
n u verizˇni razlomak.
Definicija 4.1.10. Za beskonacˇni verizˇni razlomak [a1, a2, . . .] kazˇemo da je periodski ako
postoje prirodni brojevi k i m takvi da je am+n = an za svaki n ≥ k. Najmanji takav broj m
nazivamo periodom verizˇnog razlomka [a1, a2, . . .] te pisˇemo
[a1, a2, . . .] =
[
a1, a2, . . . , ak−1, ak, ak+1, . . . , ak+m−1
]
.
Pogledajmo sada algoritam za odredivanje razvoja u jednostavni verizˇni razlomak:
1. Najprije odredimo a1, a1 =
⌊√
n
⌋
, te neka je s1 = a1 i t1 = n − s21.
2. U iduc´em koraku stavimo α1 =
s1+
√
n
t1
.
3. U svakom sljedec´em koraku uzmemo ai = bαi−1c, si = aiti−1 − si−1 te ti = n−s
2
i
ti−1 .
4. Nakon toga αi =
si+
√
n
ti
.
Mozˇemo primijetiti kako je razvoj periodski ako postoje brojevi i, j ∈ N, i , j, takvi
da je (si, ti) = (s j, t j). Mozˇe se pokazati kako vrijedi nejednakost ti < s j +
√
n < 2
√
n, iz
koje slijedi kako brojevi si, ti mogu poprimiti konacˇan broj vrijednosti.
Definicija 4.1.11. Iracionalni broj α zovemo kvadratna iracionalnost ako je α korijen kva-
dratne jednadzˇbe s racionalnim koeficijentima.
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Teorem 4.1.12. Euler, Lagrange. Iracionalan broj α ima periodski razvoj u jednostavni
verizˇni razlomak ako i samo ako je α kvadratna iracionalnost.
Dokaz. Periodicˇnost zapisa c´e slijediti isto kao i u slucˇaju razvoja drugog korijena iz pri-
rodnog broja koji nije potpun kvadrat. Pogledajmo sada koja je veza periodskih zapisa i
kvadratnih iracionalnosti.
Neka je α =
[
a1, a2, . . . , ak, ak+1, . . . , ak+m−1
]
razvoj iracionalnog broja α u periodski verizˇni
razlomak. Pokazˇimo da je α kvadratna iracionalnost. Neka je sada β =
[
ak+1, . . . , ak+m−1
]
.
Sada vrijedi
β = ak+1 +
1
. . . + 1
ak+m−1+ 1β
,
odakle dobivamo da postoje cijeli brojevi a, b, a′, b′ takvi da je
β =
aβ + b
a′β + b′
,
sˇto daje kvadratnu jednadzˇbu za β. Dakle, β je kvadratna iracionalnost i njen oblik je β =
c+
√
d
e . S obzirom da je α =
[
a1, a2, . . . , ak, β
]
izravno slijedi da je i α kvadratna iracionalnost.
Prema tome, α je oblika c
′+
√
d′
e′ za d
′ ∈ N koji nije potpun kvadrat. 
Teorem o cˇetiri kvadrata
Teorem 4.1.13. Teorem o cˇetiri kvadrata. Svaki prirodan broj n se mozˇe prikazati u obliku
zbroja kvadrata cˇetiri cijela broja:
n = x2 + y2 + z2 + w2, x, y, z,w ∈ Z.
Dokaz. Uocˇimo da vrijedi
(x2 + y2 + z2 + w2)(a2 + b2 + c2 + d2) = (ax + by + cz + dw)2 + (ay − bx + dz − cw)2
+ (az − cx + bw − dy)2 + (aw − dx + cy − bz)2.
(4.1)
Stoga je tvrdnju teorema dovoljno provjeriti samo za proste brojeve. Ocˇito je da 2
mozˇemo zapisati kao 2 = 12 + 12 + 02 + 02, pa pretpostavimo da je p neparan.
Promotrimo brojeve oblika
02, 12, 22, . . . ,
(
p − 1
2
)2
. (4.2)
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Nikoja dva broja nisu kongruentna modulo p. Isto vrijedi i za
− 1 − 02,−1 − 12,−1 − 22, . . . ,−1 −
(
p − 1
2
)2
. (4.3)
U (4.2) i (4.3) imamo ukupno p + 1 brojeva. Po Dirichletovom principu, dva medu
njima moraju dati isti ostatak pri dijeljenju s p. To znacˇi da mozˇemo pronac´i cijele brojeve
x i y takve da je x2 ≡ −1− y2 (mod p) i vrijedi x2 + y2 + 1 < 1 + 2 ·
(
p
2
)2
< p2. Dakle, dobili
smo da je mp = x2 + y2 + 1 za neki cijeli broj m, 0 < m < p.
Neka je sada l najmanji prirodan broj takav da je lp = x2 +y2 +z2 +w2 za neke x, y, z, w ∈ Z.
Tada je l ≤ m < p. Dalje, l je neparan. Naime, kada bi l bio paran, onda bi medu brojevima
x, y, z, w imali parno mnogo neparnih brojeva. U tom slucˇaju mogli bi pretpostaviti da su
brojevi x + y, x − y, z + w, z − w parni. Tada bi iz
1
2
lp =
( x + y
2
)2
+
( x − y
2
)2
+
(z + w
2
)2
+
( xz − w
2
)2
dobili kontradikciju s cˇinjenicom da je l najmanji prirodni broj za kojeg vrijedi gornja
tvrdnja. Kako bi dokazali teorem potrebno je pokazati da je l = 1.
Pretpostavimo da je l > 1. Neka su x′, y′, z′, w′ najmanji ostatci po apsolutnoj vrijednosti
pri dijeljenju brojeva x, y, z, w sa l, te neka je
n = x′2 + y′2 + z′2 + w′2.
Tada slijedi n ≡ 0 (mod l) i n > 0, jer bi inacˇe l dijelio p. Dalje, buduc´i da je l neparan,
imamo da je n < 4 ·
(
l
2
)2
= l2. Stoga je n = kl za neki cijeli broj k, 0 < k < l. Iz (4.1)
slijedi da se broj (kl)(lp) mozˇe pokazati kao zbroj kvadrata cˇetiri cijela broja i cˇak svaki
od tih kvadrata je djeljiv s l2. Odavde slijedi da se broj kp mozˇe prikazati kao zbroj cˇetiri
kvadrata, no to je kontradikcija s minimalnosˇc´u od l. 
4.2 Johann Carl Friedrich Gauss (1777. - 1855.)
Johann Carl Friedrich Gauss je bio njemacˇki matematicˇar najpoznatiji po tome da se josˇ
u osnovnoj sˇkoli iskazao iznenadujuc´e brzim zbrajanjem prirodnih brojeva od 1 do 100.
Pridonio je otkric´u zakona kvadratnog reciprociteta te teorema prostih brojeva. Poznat je
i po tome sˇto je prvi dokazao Osnovni teorem algebre, jedan od najbitnijih teorema u ma-
tematici. Pokusˇao je konstruirati pravilni sedmerokut pomoc´u ravnala i sˇestara. Ne samo
da je dosˇao do zakljucˇka da je to nemoguc´e, vec´ je otkrio metode konstrukcije pravilnog
17, 257, 65537 – terokuta. Tako je dokazao da je konstrukcija pravilnog mnogokuta, rav-
nalom i sˇestarom, moguc´a samo kada su stranice prosti brojevi serije 3, 5, 17, 257, 65537
i tako dalje. To je opisao u knjizi o teoriji brojeva, Disqvisitiones Arithmeticae (Pitanja o
aritmetici, 1801.).
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Kvadratni ostatci i kvadratni zakon reprociteta
Euler je bio prvi matematicˇar koji je izrekao zakon kvadratnog reprociteta, no nije ga znao
dokazati. Izrekao ga je i Legendre, te ga je probao dokazati, no dokaz nije bio u potpunosti
tocˇan. Prvi koji ga je uspio ispravno dokazati bio je Gauss.
Definicija 4.2.1. Neka je (a,m) = 1. Ako kongruencija x2 ≡ a (mod m) ima rjesˇenja, onda
kazˇemo da je a kvadratni ostatak modulo m.
Primjer 4.2.2. Kvadratni ostatci modulo 5 su 1 i 4, a neostatci su 2 i 3.
Teorem 4.2.3. Neka je p neparni prost broj. Reducirani sustav ostataka modulo p sastoji
se od p−12 kvadratnih ostataka i
p−1
2 kvadratnih neostataka.
Dokaz. Dokaz Teorema 4.2.3. mozˇe se nac´i u [3, str. 29, Teorem 3.1.]. 
Definicija 4.2.4. Neka je p neparan prost broj, a cijeli broj. Legendrov simbol
(
a
p
)
je
definiran sa (
a
p
)
=

1, ako je a kvadratni ostatak modulo p,
0, ako p | a,
-1, ako je a kvadratni neostatak modulo p.
U slucˇaju da su a i p relativno prosti brojevi, p neparan prost broj, po Malom Ferma-
tovom teoremu vrijedi ap−1 ≡ 1 (mod p). Ovu relaciju je iskoristio Euler kako bi dobio
sljedec´u formulu.
Teorem 4.2.5. Eulerov kriterij. Ako je p neparan i prost broj, vrijedi
(
a
p
)
≡ a p−12 (mod p).
Prema tome, a je kvadratni ostatak modulo p ako i samo ako je a
p−1
2 ≡ 1 (mod p).
Dokaz. U slucˇaju da je
(
a
p
)
= 0, p | a pa je tvrdnja zadovoljena. Ako je
(
a
p
)
= 1, onda je
moguc´e pronac´i x0 ∈ Z takav da je x20 ≡ a (mod p). Sada iz Malog Fermatovog teorema
slijedi a
p−1
2 ≡ xp−10 ≡ 1 ≡
(
a
p
)
(mod p). Neka je
(
a
p
)
= −1 Za svaki i ∈ {1, . . . , p − 1}
odaberimo j ∈ {1, . . . , p − 1} tako da je i · j ≡ a (mod p). Uocˇimo da je i , j, s obzirom da
x2 ≡ a (mod p) nema rjesˇenja. Dakle, skup {1, . . . , p − 1} se raspada na p−12 parova (i, j)
za koje vrijedi i · j ≡ a (mod p). Mnozˇenjem p−12 kongruencija i koristec´i Wilsonov teorem
dobivamo
a
p−1
2 ≡ (p − 1)! ≡ −1 (mod p).

Propozicija 4.2.6. Za neparan prost broj p vrijedi(−1
p
)
=
{
1, ako je p ≡ 1 (mod 4),
-1, ako je p ≡ 3 (mod 4).
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Dokaz. Prema Eulerovom kriteriju imamo
(−1
p
)
≡ (−1) p−12 (mod p). Ako je p ≡ 1 (mod 4),
tada je p−12 paran te slijedi
(−1
p
)
= 1. Ako je p ≡ 3 (mod 4), tada je
(
p−1
2
)
neparan pa je(−1
p
)
= −1. 
Propozicija 4.2.7. Za neparan prost broj p vrijedi(
2
p
)
=
{
1, ako je p ≡ 1 (mod 8) ili p ≡ 7 (mod 8),
-1, ako je p ≡ 3 (mod 8) ili p ≡ 5 (mod 8).
Dokaz. Dokaz Propozicije 4.2.7. mozˇemo nac´i u [6, str. 43, Teorem 4.1.5.] 
Teorem 4.2.8. Gaussova lema. Neka je p neparan broj i (a, p) = 1. Promotrimo brojeve
a, 2a, 3a, . . . , p−12 a i njihove najmanje nenegativne ostatke pri dijeljenju s p. Oznacˇimo s n
broj ostataka koji su vec´i od p2 . Tada je(
a
p
)
= (−1)n
Dokaz. Neka su r1, . . . , rn ostatci koji su vec´i od
p
2 i s1, . . . , sk preostali ostatci. Brojevi
r1, . . . , rn i s1, . . . , sk su medusobno razlicˇiti po Lemi 3.1.7. te niti jedan od njih nije 0.
Dalje, n + k = p−12 . Brojevi p − ri su medusobno razlicˇiti i 0 < p − ri < p2 , za i = 1, . . . , n.
Takoder niti jedan od p − ri nije jednak nekom s j. Ako je p − ri = s j, onda je ri ≡ αa
(mod p), s j ≡ βa (mod p) za neke 1 ≤ α, β ≤ p−12 , pa iz a(α + β) ≡ 0 (mod p) i (a, p) = 1
slijedi da je α + β ≡ 0 (mod p), sˇto je nemoguc´e jer je 2 ≤ α + β ≤ p − 1.
Dakle, brojevi p − ri,≤, p − rn, s1, . . . , sk su svi medusobno razlicˇiti, ima ih tocˇno p−12 i
elementi su skupa
{
1, . . . , p−12
}
. Stoga su to upravo brojevi 1, 2, . . . , p−12 u nekom poretku.
Mnozˇenjem dobivamo
(p − r1) · · · (p − rn)s1 · · · sk = 1 · 2 · · · ·
(
p − 1
2
)
.
Odavde je
1 · 2 · · · p − 1
2
≡ (−r1) · · · (−rn)s1 · · · sk ≡ (−1)na · 2a · 3a · · ·
(
p − 1
2
)
a (mod p).
Sada ako skratimo ovu kongruenciju s
(
p−1
2
)
!, dobivamo 1 ≡ (−1)na p−12 (mod p) pa je po
Eulerovom kriteriju (
a
p
)
≡ a p−12 ≡ (−1)n (mod p).

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Teorem 4.2.9. Ako je p neparan prost broj i (a, 2p) = 1, onda je
(
a
p
)
= (−1)t, gdje je
t =
p−1
2∑
j=1
⌊
ja
p
⌋
.
Takoder je (
2
p
)
= (−1) p
2−1
8 .
Drugim rijecˇima p je kvadratni ostatak modulo p ako i samo ako je p oblika 8k ± 1.
Dokaz. Neka su ri i si ostatci pri dijeljenju brojeva ja s p, j = 1, . . . ,
p−1
2 definirani kao
u dokazu prethodne leme. Kvocijenti pri tom dijeljenju su brojevi
⌊
ja
p
⌋
. Sada, ako je
(a, p) = 1 onda imamo
p−1
2∑
j=1
ja =
p−1
2∑
j=1
p
⌊
ja
p
⌋
+
n∑
i=1
ri +
k∑
i=1
si,
te
p−1
2∑
j=1
j =
n∑
i=1
(p − ri) +
k∑
i=1
si = np −
n∑
i=1
ri +
k∑
i=1
si.
Ako sada oduzmemo ova dva izraza dobivamo
(a − 1)
p−1
2∑
j=1
j = p

p−1
2∑
j=1
⌊
ja
p
⌋
− n
 + 2 n∑
i=1
ri.
Dalje imamo
p−1
2∑
j=1
j =
p−1
2 · p+12
2
=
p2 − 1
8
,
pa slijedi
(a − 1) p
2 − 1
8
≡
p−1
2∑
j=1
⌊
ja
p
⌋
− n (mod 2).
Ako je a neparan i (a, 2p) = 1 onda dobivamo da je n ≡
p−1
2∑
j=1
⌊
ja
p
⌋
(mod 2), a ako je a = 2
dobivamo n ≡ p2−18 (mod 2) jer je
⌊
2 j
p
⌋
= 0 za j = 1, . . . , p−12 . Sada tvrdnja teorema slijedi
iz Gaussove leme. 
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Teorem 4.2.10. Gaussov kvadratni zakon reprociteta. Ako su p i q razlicˇiti neparni prosti
brojevi, onda je (
p
q
) (
q
p
)
= (−1) p−12 q−12 .
Drugim rijecˇima, ako su p i q oblika 4k + 3, onda jedna kongruencija x2 ≡ p (mod q) i
x2 ≡ q (mod p) ima rjesˇenja, a druga nema. Ako barem jedan od ovih prostih brojeva ima
oblik 4k + 1, onda ili obje kongruencije imaju rjesˇenja ili obje nemaju rjesˇenja.
Dokaz. Neka je
S =
{
(x, y) : x, y ∈ Z, 1 ≤ x ≤ p − 1
2
, 1 ≤ y ≤ q − 1
2
}
.
Skup S ima p−12 · q−12 cˇlanova. Dijelimo S na dva podskupa koja su disjunktna, S 1 i S 2
prema tome je li qx > py ili je qx < py. Uocˇimo da ne mozˇe biti qx = py. Skup S 1 je skup
svih parova (x, y) takvih da je 1 ≤ x ≤ p−12 i 1 ≤ y < qxp . Takvih parova ima
p−1
2∑
x=1
⌊
qx
p
⌋
.
Slicˇno, S 2 se sastoji od svih parova (x, y) takvih da je 1 ≤ y ≤ q−12 i 1 ≤ x < pxq , a takvih
parova ima
q−1
2∑
y=1
⌊
py
q
⌋
.
Prema tome je
p−1
2∑
j=1
⌊
q j
p
⌋
+
q−1
2∑
j=1
⌊
p j
q
⌋
=
p − 1
2
· q − 1
2
,
pa je po Teoremu 4.2.9. (
p
q
) (
q
p
)
= (−1) p−12 · q−12 .

Napomena 4.2.11. Ako su p i q razlicˇiti prosti brojevi koji nisu istovremeno kongruentni s
3 modulo 4, tada je
(
p
q
)
=
(
q
p
)
, dok je u protivnom
(
p
q
)
= −
(
q
p
)
. Ovaj zakon cˇesto koristimo
za racˇunanje Legendreovog simbola.
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Gaussovi cijeli brojevi
Gaussovi cijeli brojeve predstavljaju prosˇirenje skupa cijelih brojeva. Prosˇirenje je uveo
Gauss proucˇavajuc´i diofantske jednadzˇbe oblika x2 + y2 = n zbog toga sˇto lijeva strana
navedene jednadzˇbe omoguc´uje faktorizaciju. Skup Gaussovih cijelih brojeva posjeduje i
brojna svojstva skupa cijelih brojeva koja omoguc´avaju primjenu na rjesˇavanje razlicˇitih
problema.
Definicija 4.2.12. Gaussovi cijeli brojevi su kompleksni brojevi oblika a + bi, pri cˇemu su
a i b cijeli brojevi. Skup Gausovih cijelih brojeva oznacˇava se sa Z[i].
Z[i] = {a + bi : a, b ∈ Z} .
Mozˇemo primijetiti kako je svaki cijeli broj takoder i Gaussov cijeli broj jer je Z[i]
prosˇirenje skupa cijelih brojeva. Svaki prirodan broj n koji se mozˇe prikazati u obliku
zbroja kvadrata dva cijela broja x i y se mozˇe zapisati u obliku umnosˇka dva Gaussova
cijela broja. Vrijedi x2 + y2 = (x + yi)(x − yi).
Definicija 4.2.13. Na skupu Z[i] definiramo normu N(α), za α = a + bi ∈ Z[i] sa
N(α) = α · α = (a + bi)(a − bi) = a2 + b2.
N(α) je uvijek nenegativan i cijeli broj. On c´e biti jednak nuli ako i samo ako je α = 0.
Osnovno svojstvo norme je njena multiplikativnost.
Lema 4.2.14. Za α, β ∈ Z[i] vrijedi N(α · β) = N(α)N(β)
Dokaz. N(α · β) = (α · β)(α · β) = (α · β)(α · β) = (α · α)(β · β) = N(α)N(β). 
Iz ove leme slijedi i Diofantov identitet:
(a21 + b
2
1)(a
2
2 + b
2
2) = (a1a2 − b1b2)2 + (a1b2 + b1a2)2. (4.4)
Definicija 4.2.15. Element α ∈ Z[i] nazivamo invertibilnim ukoliko postoji β ∈ Z[i] takav
da je α · β = 1. Takav element β, u slucˇaju da postoji, se oznacˇava s α−1.
Propozicija 4.2.16. Gaussov cijeli broj α je invertibilan ako i samo ako mu je norma
jednaka 1. Dakle, jedini invertibilni brojevi su 1, −1, i,−i.
Dokaz. Neka je α ∈ Z[i] invertibilan. Sada je ocˇito α , 0. Tada postoji α−1 ∈ Z[i] takav
da je α · α−1 = 1. Koristec´i prethodnu lemu slijedi N(α)N(α−1) = 1. Kako su N(α) i
N(α−1) prirodni brojevi, slijedi N(α) = 1. Ako je sada α cijeli broj cˇija je norma 1, tada je
α ·α = N(α) = 1 pa slijedi da je α invertibilan. Ako je α = a+bi Gaussov cijeli broj norme
1, tada je a2 + b2 = 1. Sada mozˇemo zakljucˇiti da je a, b ∈ {0, 1,−1}, a , b i a · b = 0. Iz
ovoga slijedi posljednja tvrdnja propozicije. 
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Definicija 4.2.17. Kazˇemo da Gaussov cijeli broj α , 0 dijeli Gaussov cijeli broj β ako
postoji Gaussov cijeli broj γ takav da vrijedi β = α · γ.
Definicija 4.2.18. Gaussov cijeli broj je prost ako se ne mozˇe prikazati u obliku produkta
Gaussovih cijelih brojeva manje norme.
Propozicija 4.2.19. Svaki Gaussov cijeli broj se mozˇe prikazati kao produkt prostih Ga-
ussovih cijelih brojeva.
Dokaz. Neka je α Gaussov cijeli broj. Ako je α prost, nemamo sˇto dokazivati. Ako α nije
prost, tada postoje β, γ ∈ Z[i], norme manje od α i to takvi da je α = β · γ. Ako β i γ oboje
nisu prosti, na isti nacˇin ih prikazˇemo u obliku produkta Gaussovih cijelih brojeva manje
norme. Kako su norme prirodni brojevi i smanjuju se u svakom koraku ovaj postopak mora
stati. Time smo dobili trazˇenu faktorizaciju od α. 
Preostaje ispitati je li ovakva faktorizacija jedinstvena. U slucˇaju prirodnih brojeva
znamo da vrijedi Osnovni teorem aritmetike. Faktorizacija u Z[i] je jedinstvena do na po-
redak faktora i mnozˇenje faktora invertibilnim elementima. Osim toga, najvec´i zajednicˇki
djelitelj Gaussovih cijelih brojeva α i β je svaki Gaussov cijeli broj γ sa svojstvom da iz
δ | α i δ | β slijedi δ | γ. Ukoliko je γ = (α, β) direktno iz definicije slijedi da su −γ,
i · γ i (−i) · γ takoder najvec´i zajednicˇki djelitelji od α i β. Za dokaz jedinstvenosti nam
je potreban sljedec´i teorem, koji je ujedno i analogon Teorema o dijeljenju s ostatkom za
Gaussove cijele brojeve.
Teorem 4.2.20. Za α, β ∈ Z[i], β , 0 postoje γ, δ ∈ Z[i] takvi da je α = γ · β + δ te
N(δ) < N(β).
Dokaz. Gaussov cijeli broj γ definiramo kao najbolju aproksimaciju kompleksnog raz-
lomka α
β
koji je dobiven zaokruzˇivanjem realnog i imaginarnog dijela na najblizˇi cijeli broj.
Posebno 0.5 na 1 i -0.5 na 0. Sada definiramo δ = α−β ·γ. Primijetimo da je α
β
−γ = x+yi,
gdje je |x|, |y| ≤ 12 . Iz definicije od δ slijedi N(δ) = N(α − β · γ) = N(αβ − γ)N(β), pa je
N(δ)
N(β) = N(
α
β
− γ) = N(x + yi) = x2 + y2 ≤ 12 . Odavde je
N(δ) ≤ N(β)
2
< N(β).

Korisˇtenjem ovog teorema mozˇemo dobiti Euklidov algoritam za Gaussove cijele brojeve.
Propozicija 4.2.21. Prost prirodan broj p je prost Gaussov cijeli broj ako i samo ako p
nije zbroj dva kvadrata.
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Dokaz. Ako je p oblika p = a2 + b2, za neke a i b iz Z, tada je p = (a− bi)(a + bi). Kako je
N(a ± bi) = p < N(p) = p2, p nije prost Gaussov cijeli broj. Neka je sada p prost prirodan
broj koji nije prost u Z[i]. Tada postoji faktorizacija p = (a+bi)γ, gdje su a+bi i γGaussovi
cijeli brojevi norme manje od p2. Konjugiranjem dobivamo p = (a − bi)γ. Mnozˇenjem
prethodinih izraza dobivamo p2 = (a2 + b2)N(γ). Kako su a2 + b2 i N(γ) prirodni brojevi
koji su vec´i od 1, a p prost, slijedi p = a2 + b2. 
Propozicija 4.2.22. Svaki prost Gaussov cijeli broj je oblika a + bi, gdje je a · b , 0, je
djelitelj prostog prirodnog broja p oblika a2 + b2.
Dokaz. Ako je a + bi prost Gaussov cijeli broj, tada je i a− bi prost. Dalje, (a + bi)(a− bi)
je jedinstven rastav od p = a2 + b2 = (a + bi)(a − bi) u produkt prostih Gaussovih cijelih
brojeva. U slucˇaju da p nije prost, postoji i rastav p = rs, r, s ∈ N, 1 < r, s < p, sˇto nije
moguc´e. Na taj nacˇin bi dobili josˇ neki rastav u produkt Gaussovih cijelih brojeva sˇto nije
moguc´e zbog jedinstvenosti rastava na proste Gaussove cijele brojeve. 
Korisˇtenjem Gaussovih cijelih brojeva mozˇemo komentirati prikaze prirodnih brojeva
u obliku x2 + y2. Ukoliko je p prost i prirodan broj oblika 4k + 3, korisˇtenjem kongruencija
modulo 4 mozˇe se vidjeti kako se p ne mozˇe prikazati u obliku zbroja dva kvadrata. Pre-
ostaje pogledati sˇto mozˇemo rec´i za proste brojeve oblika 4k + 1. Korisˇtenjem Guassovih
otkric´a dolazimo do vrlo jednostavnih dokaza problema poznatih josˇ i Babiloncima.
Lema 4.2.23. Lagrange. Prost broj p ∈ N oblika 4k + 1 dijeli n2 + 1 za neki cijeli broj n.
Dokaz. Ovaj teorem c´emo dokazati primjenom Wilsonova teorema.
−1 ≡ (p − 1)! (mod p)
≡ 1 · 2 · 3 · · · 4k (mod p)
≡ (1 · 2 · · · 2k)((2k + 1) · (2k + 2) · · · 4k) (mod p)
≡ (1 · 2 · · · 2k)((−2k) · (−2k − 1) · · · (−1)) (mod p)
≡ (1 · 2 · · · 2k)2(−1)2k (mod p)
≡ (1 · 2 · · · 2k)2 (mod p).
U slucˇaju n = (2k)!, dobivamo n2 ≡ −1 (mod p) pa p dijeli n2 + 1. 
Teorem 4.2.24. Fermat. Svaki prosti broj oblika 4k + 1 se mozˇe prikazati u obliku zbroja
kvadrata dvaju cijelih brojeva.
Dokaz. Neka je n ∈ Z takav da p dijeli n2 + 1. Prethodna lema nam osigurava pronalazak
takvog broja n. Znamo da u Z[i] vrijedi n2 + 1 = (n − i)(n + i).
Iako p dijeli n2 +1, p ne dijeli niti jedan od faktora n− i, n+ i jer np − ip i np + ip nisu Gaussovi
cijeli brojevi. U tom slucˇaju p tada nije prost Gaussov cijeli broj. Sada Propozicija 4.2.21.
pokazuje da je p oblika p = a2 + b2 za neke cijele brojeve a i b. 
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Teorem 4.2.25. Prirodan broj n mozˇe se prikazati u obliku zbroja kvadrata dvaju cijelih
brojeva ako i samo ako se svaki prost faktor oblika 4k + 3 u rastavu od n pojavljuje s
parnom potencijom.
Dokaz. Najprije neka je n = x2 + y2 te p ∈ N je prost faktor od n oblika 4k + 3. Tada
je x2 ≡ −y2 (mod p). Pretpostavimo da p ne dijeli y, tada je Legendreov simbol
(−y2
p
)
jednak 1 te i
(−1
p
)
= 1. To nije moguc´e prema Propoziciji 4.2.6. Prema tome, p | y pa
p2 | x2 + y2 = n. Dijeljenjem s p2 dobivamo(
x
p
)2
+
(
y
p
)2
=
n
p2
te induktivno slijedi da se p pojavljuje u rastavu broja n na proste faktore i to one s parnom
potencijom.
Sada pretpostavimo kako se svaki prost broj oblika 4k + 3 u rastavu od n pojavljuje s
parnom potencijom. Dakle, n mozˇemo zapisati kao n = p1 p2 · · · pln21, gdje su p1, p2, . . . , pl
medusobno razlicˇiti prosti brojevi. Najvisˇe jedan od tih prostih brojeva je jednak 2, a za
ostale vrijedi pi ≡ 1 (mod 4). Iz Teorema 4.2.24. i 2 = 12 + 12 slijedi da se svaki od
prostih brojeva p1, p2, . . . , pl mozˇe prikazati u obliku zbroja kvadrata dvaju cijelih brojeva
pa iz Diofantova identiteta (4.4) slijedi da se i broj n mozˇe prikazati kao zbroj kvadrata dva
cijela broja. 

Poglavlje 5
Legendreovo doba
5.1 Adrien - Marie Legendre (1752. - 1833.)
Adrien-Marie Legendre je bio francuski matematicˇar roden u Parizu. Bavio se geometri-
jom, primjenama matematike u fizici i astronomiji, ali i teorijom brojeva. U prvom izdanju
svoje knjige The´orie des Nombres 1785. godine izrekao je i dokazao (samo neke slucˇajeve)
zakon kvadratnog reprociteta. Konacˇan dokaz teorema dao je Gauss pa se taj dokaz nalazi
u prethodnom poglavlju.
Teorem o prostim brojevima
Teorem o prostim brojevima opisuje asimptotsku distribuciju prostih brojeva medu pozi-
tivnim cijelim brojevima. Teorem formalizira intuitivnu ideju da se gustoc´a prostih brojeva
smanjuje kako oni postaju vec´i i tocˇno kvantificira stopu po kojoj se to dogada. Prvu sum-
nju o ovom problemu predstavili su, nezavisno jedno o drugome, Gauss i Legendre. Te-
orem su konacˇno dokazali Jacques-Salomon Hadamard i Charles Jean de la Valle´e-Poussin
1896. godine.
Definicija 5.1.1. S pi(x) je definirana funkcija pi : [2,+∞〉 → N.
pi(x) = card {p ∈ P | p ≤ x} ,
pri cˇemu je p prost broj.
Definicija 5.1.2. Definiramo funkciju ϑ(x) =
∑
p≤x
ln p, pri cˇemu je p iz skupa prostih bro-
jeva.
Definicija 5.1.3. Neka su f i g funkcije realne varijable. Kazˇemo da je f (x) = O(g(x)),
ako postoje konstante C, B ∈ R takve da vrijedi | f (x)| ≤ Cg(x), ∀x ≥ B.
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Lema 5.1.4. Vrijedi ϑ(x) = O(x), odnosno ϑ(x) ≤ Cx, ∀x ≥ 1.
Dokaz. Dokaz Leme 5.1.4. se mozˇe nac´i u [4, str. 7, Lema 5.] 
Teorem 5.1.5. Neka je pi(x) funkcija koja prebrojava proste brojeve te koja daje broj prostih
brojeva koji su manji ili jednaki x, za bilo koji realni broj x. Tada je
pi(x) ≈ x
ln x
sˇto mozˇemo pisati i kao
lim
x→∞
pi(x)
x/ ln x
= 1.
Dokaz. Funkcija ϑ(x) je definirana kao ϑ(x) =
∑
p≤x
ln p, pri cˇemu je p prost broj. Imamo da
vrijedi
ϑ(x) =
∑
p≤x
ln p ≥
∑
x1−<p≤x
ln p,∀ > 0.
Zbog strogog rasta funkcije ln vrijedi
x1− ≤ p ≤ x⇒ ln x1− ≤ ln p ≤ ln x.
Primjenom prethodnog imamo
ϑ(x) ≥
∑
x1−<p≤x
(1 − ) ln x =
(
pi(x) − pi
(
x1−
))
(1 − ) ln x.
Kako ocˇito vrijedi pi
(
x1−
)
≤ x1− , ∀x ≥ 0, imamo
ϑ(x) ≥
(
pi(x) − x1−
)
(1 − ) ln x.
Takoder,
ϑ(x) ≤
∑
p≤x
ln x = pi(x) ln x,
pa iz svega vrijedi (
pi(x) − x1−
)
(1 − ) ln x ≤ ϑ(x) ≤ pi(x) ln x.
Tj. djeljenjem obje strane s x > 0 dobivamo
(1 − )
(
pi(x) ln x
x
− ln x
x
)
≤ ϑ(x)
x
≤ pi(x) ln x
x
.
Sada uzmimo u obzir da x→ ∞ u obje jednakosti.
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Kazˇemo da su dvije funkcije asimptotski jednake ( f (x) ∼ g(x)) ako limx→∞ f (x)g(x) = 1. Iz toga
vrijedi da je limx→∞
ϑ(x)
x = 1 (jer je ϑ(x) ∼ x, Lema 8. u [4]) i kako je po L’Hopitalovom
pravilu
lim
x→∞
ln x
x
= lim
x→∞
1
x
= 0,
slijedi
lim
x→∞(1 − )
pi(x) ln x
x
≤ 1 ≤ lim
x→∞
pi(x) ln x
x
,∀ > 0,
pa iz prve nedjednakosti vrijedi
lim sup
x→∞
pi(x) ln x
x
≤ 1,
iz druge vrijedi
lim inf
x→∞
pi(x) ln x
x
≥ 1.
Na temelju toga mozˇemo zakljucˇiti da je
lim
x→∞
pi(x) ln x
x
= 1.

5.2 Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805. - 1859.)
Peter Gustav Lejeune Dirichlet je bio jedan od najdarovitijih njemacˇkih matematicˇara, na-
kon Gaussa, koji je mnogo doprinio teoriji brojeva (ukljucˇujuc´i stvaranje podrucˇja ana-
liticˇke teorije brojeva). Bavio se i matematicˇkom analizom te je bio prvi koji je dao mo-
dernu definiciju funkcije. Prvi rad je objavio o Fermatovom posljednjem teoremu, gdje je
ponudio djelomicˇni dokaz za slucˇaj n = 5, kojeg je dovrsˇio Adrien-Marie Legendre.
Dirichletov teorem o prostim brojevima u aritmeticˇkom nizu
Do teorema o prostim brojevima u aritmeticˇkom nizu Dirichlet je dosˇao 1837. godine.
Teorem je otkrio i Legendre, no nije ga znao dokazati.
Teorem 5.2.1. Neka su a, b > 0 cijeli brojevi takvi da je (a,b)=1. Tada beskonacˇni arit-
meticˇki niz ak + b, k= 0, 1, 2, ... sadrzˇi beskonacˇno mnogo prostih brojeva.
Dokaz. Potpun dokaz Teorema 5.2.1. mozˇe se nac´i u [11]. 
Pogledajmo tablicu prostih brojeva u aritmeticˇkim nizovima.
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Aritmeticˇki niz Prvih 10 prostih brojeva u nizu
1 + 2n 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, . . .
1 + 4n 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, . . .
3 + 4n 3, 7, 11, 19, 23, 31, 43, 47, 59, 67, . . .
1 + 6n 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, . . .
5 + 6n 5, 11, 17, 23, 29, 41, 47, 53, 59, 71, . . .
1 + 8n 17, 41, 73, 89, 97, 113, 137, 193, 233, 241, . . .
3 + 8n 3, 11, 19, 43, 59, 67, 83, 107, 131, 139, . . .
5 + 8n 5, 13, 29, 37, 53, 61, 101, 109, 149, 157, . . .
7 + 8n 7, 23, 31, 47, 71, 79, 103, 127, 151, 167, . . .
1 + 10n 11, 31, 41, 61, 71, 101, 131, 151, 181, 191, . . .
3 + 10n 3, 13, 23, 43, 53, 73, 83, 103, 113, 163, . . .
7 + 10n 7, 17, 37, 47, 67, 97, 107, 127, 137, 157, . . .
9 + 10n 19, 29, 59, 79, 89, 109, 139, 149, 179, 199, . . .
Sada c´emo dokazati dva specijalna slucˇaja prethodnog teorema:
1. Postoji beskonacˇno mnogo prostih brojeva oblika 4k + 3.
2. Postoji beskonacˇno mnogo prostih brojeva oblika 4k + 1.
Dokaz. 1. Postoji beskonacˇno mnogo prostih brojeva oblika 4k + 3. Pretpostavimo da
postoji samo konacˇno mnogo prostih brojeva p1 = 3, . . . , pr koji daju ostatak 3 pri
dijeljenju s 4. Promatrajmo sada broj
A = 4p1 · · · pr − 1.
Ocˇito, A nije dijeljiv nijednim od prostih brojeva p1, . . . , pr, kao ni s 2. Dakle, svi
prosti faktori qi, broja A = q1 · · · qs su oblika 4k + 1. Odavde lako slijedi da je
−1 ≡ A ≡ 1 (mod 4) kontradikcija.
2. Postoji beskonacˇno mnogo prostih brojeva oblika 4k + 1. Pretpostavimo da postoji
konacˇno mnogo prostih brojeva p1 = 5, . . . , pr koji daju ostatak 1 pri dijeljenju s 4.
Sada c´emo promatrati broj
A = (2p1 · · · pr)2 + 1.
On nije djeljiv brojevima 2, p1, . . . , pr pa slijedi da svi njegovi prosti faktori moraju
biti oblika 4k + 3. Neka je q jedan od njih. Tada uz osnovu da q | A slijedi
(2p1 · · · pr)2 ≡ −1 (mod q).
Dakle, -1 je kvadratni ostatak modulo q, sˇto je moguc´e ako i samo ako je q ≡ 1
(mod 4). Time smo dobili kontradikciju.

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Snazˇnija posljedica Dirichletovog teorema je tvrdnja da red reciprocˇnih prostih brojeva
oblika
1
3
+
1
7
+
1
11
+
1
19
+
1
23
+
1
31
+
1
43
+
1
47
+
1
59
+ · · ·
divergira.
Teorem 5.2.2. Za svaki realni broj y ≥ 2 vrijedi∑
p≤y
1
p
> ln ln y − 1.
Odavde neposredno slijedi da red
∞∑
p≥2
1
p
,
pri cˇemu je p prost, divergira.
Dokaz. S ℵ oznacˇimo skup svih prirodnih brojeva n koji su sastavljeni samo od prostih
faktora p, p ≤ y, ukljucˇujuc´i broj 1. Kako imamo samo konacˇno mnogo brojeva koji
su manji ili jednaki y, u apsolutno konvergentnom redu mozˇemo permutirati cˇlanove pa
imamo: ∏
p≤y
(
1 +
1
p
+
1
p2
+
1
p3
+ · · ·
)
=
∑
n∈ℵ
1
n
.
Odnosno, ∏
p≤y
 11 − 1p
 = ∑
n∈ℵ
1
n
(5.1)
Ocˇito su svi prirodni brojevi koji su manji ili jednaki od y elementi skupa ℵ. Neka je
N = byc, najvec´i cijeli broj manji ili jednak y. Usporedbom gornje Darbouxove sume i
integrala dobivamo
N∑
n=1
1
n
≥
∫ N+1
1
dx
x
= ln (N + 1) > ln y.
Prema tome, iz (5.1) dobivamo
∏
p≤y
(
1 − 1
p
)−1
> ln y. (5.2)
Dokazˇimo sada da za sve realne brojeve v, takve da je 0 ≤ v ≤ 12 , vrijedi
ev+v
2 ≥ (1 − v)−1. (5.3)
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Da bi dokazali (5.3) moramo definirati funkciju:
f (v) = (1 − v)ev+v2 .
Tada je
f
′(v) = −ev+v2 + (1 − v)(1 + 2v)ev+v2 = v(1 − 2v)ev+v2 .
Buduc´i da je f
′(v) ≥ 0 za v ∈
[
0, 12
]
, radi se o rastuc´oj funkciji za koju vrijedi f (0) = 1, pa
je f (v) ≥ 1 za v ∈
[
0, 12
]
. Nakon uvrsˇtavanja (5.3) u (5.2) dobivamo∏
p≤y
e
1
p +
1
p2 > ln y.
Logaritmirajuc´i obje strane nejednakosti te nakon transformacije logaritma umnosˇka u
zbroj logaritma, dobivamo ∑
p≤y
1
p
+
∑
p≤y
1
p2
> ln ln y.
Ocˇito je da
∑
p≤y 1p2 konvergira jer je usporediv s harmonijskim redom
∑∞
n=2
1
n2 pa
∞∑
n=2
1
n2
<
∫ ∞
1
dx
x2
= 1.
Od tuda slijedi tvrdnja
∑
p≤y
1
p > ln ln y − 1. Kada y → ∞, zakljucˇujemo da red reciprocˇnih
prostih brojeva divergira. 
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Sazˇetak
Teorija brojeva je grana matematike koja sezˇe cˇak i do 4500 godina u prosˇlost te je jedna
od najstarijih podrucˇja matematike. Rana povijest zapocˇinje Plimpton 322 plocˇom koja je
dokument na kojem pronalazimo prve tragove teorije brojeva. Nakon toga, mnoge teoreme
pronalazimo kod Pitagore (ca 500 g. pr. Kr.) koji se bavio pronalaskom prirodnih brojeva
x, y, z za koje vrijedi x2 + y2 = z2. U Euklidovim Elementima (ca. 300. g. pr. Kr.)
pronalazimo mnoge teoreme vezane uz djeljivost i proste brojeve. Pronalazimo i Euklidov
algoritam koji se i danas koristi kao alat za pronalazˇenje najvec´eg zajednicˇkog djelitelja.
Takoder, Euklid spominje i Osnovni teorem aritmetike, kojeg je dokazao Gauss tek u 19.
stoljec´u. Nakon Euklida slijedi mracˇno razdoblje teorije brojeva te ona pocˇinje biti za-
nimljiva tek matematicˇarima 16. stoljec´a. Najpoznatiji matematicˇari u tom razdoblju su
Marin Mersenne i Pierre de Fermat koji su proucˇavali svojstva prostih brojeva. Fermat je
zasluzˇan za dva velika teorema tog razdoblja pod imenom Mali i Veliki Fermatov teorem.
Mali Fermatov teorem je dokazao Leonhard Euler 1736., dok je Veliki Fermatov teorem
dokazao Andrew Wiles tek 1994. godine. Leonhard Euler je jedan od najplodonosnijih ma-
tematicˇara u povijesti te je zasluzˇan za proucˇavanje teorije brojeva metodama matematicˇke
analize. Takoder, mnogi ga smatraju najboljim matematicˇarem u povijesti. Eulerov su-
vremenik Christian Goldbach je iznio slutnju da se svaki broj vec´i od dva mozˇe zapisati
kao zbroj dva prosta broja. Ta slutnja josˇ uvijek nije dokazana. Bitni matematicˇari 18.
stoljec´a su bili i Joseph Louis Lagrange i Johann Friedrich Gauss. Lagrange je zasluzˇan
za dokaz mnogih teorema, ukljucˇujuc´i Wilsonov teorem te teorem o cˇetiri kvadrata. Gauss
je zasluzˇan za osnivanje teorije kongruencija te za dokaz zakona o kvadratnom reprocitetu.
Takoder, prosˇirio je skup cijelih brojeva na skup takozvanih Gaussovih cijelih brojeva.
Konacˇno, u 19. stoljec´u imamo dva bitna matematicˇara, a to su Legendre i Dirichlet. Le-
gendre je, izmedu ostalog, poznat po teoremu o gustoc´i prostih brojeva, dok je Dirichlet
poznat po teoremu o prostim brojevima u aritmeticˇkom nizu.

Summary
Number theory is one of the oldest branches of mathmatics, and there is evidence that it has
been around for some 4500 years. Early history starts with Plimpton 322 tablet on which
we can find the first traces of number theory. After that, many theorems can be found in
Pythagoras work (500 BC). Pythagoras was trying to find positive integers x, y, z for which
x2 + y2 = z2 is valid. In Euclids Elements (300 BC) we can find many theorems that are
related to divisibility and prime numbers. Also, we can find the Euclidean algorithm which
is used, even today, for finding greatest common divisors. Euclid also mentions the funda-
mental theorem of arithmetic, which is proven by Gauss in the 19th century. After Euclid,
number theory enters a dormant period which lasts until the 16th century, when it once
again peaks interest amongst mathematicians. Noteworthy mathematicians in this period
are Marin Mersenne and Pierre de Fermat who studied the properties of prime numbers.
Fermat was responsible for two great theorems of that time, Fermat’s little theorem and
Fermat’s last theorem. Fermat’s little theorem was proven by Leonhard Euler in 1736., and
Fermat’s last theorem was proven by Andrew Wiles in 1994. Leonhard Euler is considered
to be one of the most prolific mathematicians in history, and is responsible for studying
number theory trough the methods of mathematical analysis. Eulers contemporary Chris-
tian Goldbach came forward with a conjecture that stated: Any number greater than two
can be written as the sum of two prime numbers. This conjecture has not yet been proven.
Important mathematicians of the 18th century were Joseph Louis Lagrange and Johann
Friedrich Gauss. Lagrange is responsible for proofs of many theorems, including Wilson’s
theorem and the theorem of four squares. Gauss is responsible for establishing the theory
of congruences and for the proof of the Law of Quadratic Reciprocity. Also, he expanded
the set of integers to the set of so-called Gaussian integers. Finally, in the 19th century
we have two important mathematicians, Legendre and Dirichlet. Legendre, among other
things, is known for the the prime number theorem, while Dirichlet is known for Dirichlet
theorem on primes in arithmetic progression .
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